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Nous appelons système klastique tout. système où lês forces sont 
conservatives et dont l’énergie potentielle est une fonction quadratique 
définie positive des paramètres en nombe fini ou infini qui déterminent 
univoquement la position du système. 

Tout système à forces conservatives jouit en général de cette propriét& 
dans le voisinage d’un point d’équilibre stable. De tels systèmes obéiscent 
au théorème de réciprocité ; les relations entre les forces et les déplace- 
ments sont linéaires. 

Considérons un système continu ; une force de volume (%, 9, Z) appli- 
quée au point (x’y’z’) détermine au point (~y;) un déplkeiment (QZ) 

E = ci,,X + aieY ‘+ ~(~~‘2 , 

q = a,,X +~a,,P+g,,Z’; 

2 = a3,X + ffs9Y + as3Z . 

Si les forces appliquées F ont harmoniquei de même 
même phase, les déplacements jouissent également de 

pulsation et de 
cette propriété. 

En tenant compte des forces d’inertie, la force de volume s’écrit 

X - X’ sin wt + ut’pf sin wt.. 
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L!‘ou les trois équations intégrales du type 

f=UJ2 
I(i 

p(o,,f + o12n + oJJd~‘dy’~~ + (allX’+ a,zY’+a,,Z’)dx’dy’dz’. 
u 111 

Pour simplifier les notations, limitons-nous au cas d’une seule coor- 
donnée de déplacement 21 

%(CC) = uJ2 jl p(t) 44 40 dl i- 1’ o(zt) f(t) dt. 
a 

En vertu du théorème de réciprocité : a(&) = a(b). 
Considérons l’équation homogène qui correspond aux oscillations libres 

du système 
b 

u(z) = lu* 

I 
p(t) a(&) u(t) dt. 

Son noyau p(t) a(&) est symétriasable par le changement de variable 

11 vient 
Y(4 = VPWW. 

I 

b a 
~- 

y(z)= w" 44 VPW p(t) YW dt. 
a 

Une telle équation posséde une infinité de valeurs caractéristiques 
positives du paramètre we, comme il découle de l’hypothèse de la stabilité 
de l’équilibre. 

En vertu du théorème d’Hilbert-Schmidt, la solution de l’équation 
non homog6ne 

~ (1) y(z) = uJ2 
I 

b 44 ~PW PM YW dt i- lb ~/P(z) ht) f(t) dt 
a a I 

peut se développer en série absolument et uniformément convergente de 
fonctions caractéristiques 

y -- t Aiyi . 

Substituant dans l’équation Cl), il vient 

tA,y,=I: $-$Y~+~~ ~PWWW(W. a 

Multiplions les deux membres par yi et intégrons, en tenant compte de 
l’orthogonalité des l’onctions caractéristiques 

A, [WI” - UJ.‘]~~ ' yi dz= w* lj: z/i(4 t6$ a(Wjt) dtdx, 

d’ou, pour les valeurs des coefficients de la série 

A,= ‘i 

uJ*Z - lus 
> 
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Et la solution cherchée prend la forme trés caractéristique 

Une impulsion harmonique B f(z) eiwt engendre une vibration harmo- 
nique 

C, v(zt) = Beiwt t GS9 
-W ui(x) ’ 

Proposons-nous maintenant ‘de trouver la solution correspondant A la 
sollicitation constante f(s) brusquement appliquée A l’origine des temps. 
Considérons A cet effet l’intégrale prise le long de l’axe réel 

. +@J ,iwt 

i- 
dw= 1 t>O, 

--‘a UJ i P t <o. 
La solution cherchée est alors 

I 
tm 

z(xt) = Yz c, 2$(X) 
,iwt 

dw . 
-c9 W(WiZ - lue) 

La méthode des résidus permet d’évaluer immédiatement cette intégrale 

i(st)=r$(ql -cosw,t]. 

11 est intéressant de noter l’ordre’ de grandeur des coefficients C ; 
on voit aisément que si la dérivée f”(z) est bornée,‘ces coefficients sont 

de l’ordre de .$, car les fonctions fondamentales ut sont asymptotiques 

aux termes d’une série trigonométrique de Fourier. On peut donc poser 

ou Bi est borné, et 

Les wi étant de l’ordre des nombres entiers consécutifs, cette série a en 
général une convergence extrêmement rapide. 

Si l’impulsion appliquée au systéme est variable avec le temps de la 
forme ~(X)V(~I, la solution correspond a la somme des solutions des 
impulsions élémentaires 

f(x) dv(t) yjj-& [V(~)=ol, 

et s’exprime 
PC 

w (zt) = 

J 
2 [LE, t - T] 

0 
vdr > 

. 
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w(z$) =T I ‘1; [2(x, t 7 T)] V((T) dT. 

Posons; pour simplifier les écritures, $ U,(X) = K,(z). 

La formule précédente s’écrit 

w(d) = 1 K,(z) COS w,t sin WtT V(T) th 
0 

i 

t 
- 1 K,(z) sin w,t COS WIT v(T) dT. 

0 

Ce résultat se généralise facilement au cas ou la sollicitation est 
quelconque î(zl). 

L’integrale de la formule précédente s’interpréte physiquement par la 
considération de l’intégrale de Fourier 

V(l) - 4 
30 

J i 

4-m 
dW v(T)COS U)(T - t)dT 

0 -CO 
>, 

5-2 s 

~J(T)COS WT~T + = v(T) sin WT dT 
0 0 

Posant 

f,(W) = 4 (+;oyl(r) COS WT .dT , 
--cc 

il vient 

q~(t) = Jyf’(w) cas wt dw -j-I~Oz~z(w) sin wl dw . 

L’c intensité spectrale 2) de l’onde incidente V(T) est donnée par 

b(w) = f,” + A:., 

On voit d’après (2) que l’amplitude de chacun des modes normaux est 

ut leurs énergies sont proportionnelles a 
.- , . .;,; 

wtt K,(z) dx: . b(w,). 

En d’autres term,es;ler~qu’une sollicitation quelconque agit sur un 
système élastique, chacun des m-odes normaux de pulsation wi recueille 
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une énergie proportionnelle au produit d’un facteur caractéristique du 
mode normal et de la distribution spatiale de la sollicitation, par 
l’intensité spectrale de la sollicitation au point w,. Ce rcsultat montre 
également que l’dnergie captée par chacun des modes normaux est de 

WJ,) 
l’ordre de 6. 

wt 
Si la densité de fréquence d-u systcme est v{wJ, la densité de l’énergie 

captée est de l’ordre de vOb(wi) 
w,B- * 

ta méthode est susceptible” d’applications intéressantes. Elle permet 
paF exemple d’étudier très simplement l’effet d’un lrain d’onde sinllsoïdal 
de longueur finie T sur un système complexe. L’intensité spectrale a dans 
ce cas trés approximativement la forme 

[ 

sin T(w - wkl 

w - Wk 1 

’ 
. 

Elle a d’ailleurs été appliquée par l’auteur dans une étude (‘) de l’action 
des séismes sur les bâtiments a ossature élastique, ainsi qu’au calcul des 
amplitudes prises par ut1 arbre en rotation lorsqu’on traverse une vitesse 
critique avec une accélération angulaire donnée. 
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