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Nous appelons systéme élastique tout systéme ot les forces sont
conservatives et dont Pénergie potentielle est une fonction quadratique
définie positive des paramétres en- nombre fini ou mﬁm qul determment
univoquement la position du systéme,

Tout systéme & forces conservatives jouit en général de cette propriété
dans le voisinage d’un point d’équilibre stable. De tels systémes obéissent
au théoréme de réciprocité ; les relations entre les forces et les déplace-

ments sont linéaires.

Considérons un systeme continu ; une force de volume (X, ¥, %) appli-
quée au point (z'y'?') détermine au point (a:yz) un deplacement (EnZ)

E=0, X+ a,Y + LY/ ‘a
n= 0, X 40, ¥+ 0,2,
=0y X+ a5, Y - 05,7
Si les forces appliquées font harmoniques de méme pulsation et de

méme phase, les déplacements jouissent également de cette propriété.
En tenant compte des forces d’inertie, la force de volume s’écrit

X = X' sin wt + w?pE sin wi.
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Dot les trois équations intégrales du type

&= Wej (jp(allz + an + ay4l) dr'dy'ds -+ fff(%gy +‘0‘12Y’+ alaz')dx'dy'dz,-

Pour simplifier les notations, limitons-nous au cas d’une seule coor-
donnée de déplacement u

b D
w(@) — w* f o) sl u(t)dt + f a(at) f(b) dt.

En vertu du théoréme de réciprocité :  a(zt) = a(iz).
Considérons I’équation homogéne qui correspond aux oscillations libres
du systéme

u(zr) = w"j p(t) o(zt) u(?) dt.
Son noyau p(f) a{xt) est symétrisable par le changement de variable

y(x) = Vp (@) u(z).

11 vient ,
yx) = w? La(wt) Ve (x) p(®) y(t) dt.

Une telle équation posséde une infinité de valeurs caractéristiques
positives du paramétre w?, comme il découle de Uhypothése de la stabilité
de I’équilibre.

En vertu du théoréme d’Hilbert-Schmidt, 1a solution de I’équation
non homogéne

/] b
1 y@)=w La(wt) Vo) p(t) y(¢ di + L\/b‘(?) a(el) f(8) di

peut se développer en série absolument et uniformément convergente de

fonctions caractéristiques
=ZTAy,.

Substituant dans I'équation (1), 1l vient
2 b
SAy =LAy, +f Vo) alal) £(1) dt.
i a

Multiplions les deux membres par y, et intégrons, en tenant compte de
I’orthogonalité des fonctions caractéristiques

b . b b .
A fwf — w?] fa ylder=w} J‘a fa yi(zc) Ve () a(zt) f(t) dt dx,

d’ou, pour les valeurs des coefficients de la série

- b
, w 1) £(0) de

t w‘_—’“tz_wz’ i T b .
puldt
a
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Et la solution cherchée prend la forme trés caractéristique
Gt
w(x) =X .——5 u,(x) .
Une impulsion harmomque B f(x) ¢! engendre une vnbrdtlon harmo-
nique
zwt C
v(zt)=Be Z o () .
Proposons-nous maintenant de trouver la so]ution correspondant 4 la

sollicitation constante f(z) brusquement appliquée a 'origine des temps,
Considérons & cet effet 'intégrale prise le long de axe réel

Hoo Liwt
etw dw:,i t>0,
0 t<0.

——ww

La solution cherchée est alors

Z((tt) =X C‘ ul(w) j‘ m dw

ezwt

La méthode des résidus permel d’évaluer immédiatement cette intégrale
C
2(al) = , u,(z)[1 — cos w,t]
l
Il est intéressant de noter ordre de grandeur des coefficients C;
on voit aisément que si la dérivée f'(x) est bornée, ces coefficients sont
de Pordre de 12, car les fonctions fondamentales u, sont asymptotiques
i

aux termes d’une série trigonométrique de Fourier. On peut donc poser

B
. Ci - wiz

2(xt) — Z B, ui(x) [ — cosw t]

Les w, étant de 'ordre des nombres entiers consécutifs, cetle série a en
général une convergence extrémement rapide.

Si Pimpulsion appliquée au systéme est variable avec le temps de la
forme f(z)w(t), la solution correspond  la somme des solulions des
" impulsions élémentaires

@) 2D, [w(o) =01,
et s'exprime
| .
wiet) = | zlo,t— T]Jil‘;i—‘)dr,

(4]
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ou

wat) = | 4t =Dl w( dr

B,
Posons;, pour simplifier les écritures, B (@) =K, (x).
l

La formule précédente s’écrit

el
2) w(zt) =X K,(z) cos uul.tj sin w, T Y (1) dt

t
— Z K, () sin witj cos w,T W(T) dr.

Ce résultat se généralise facilement au cas ot la sollicitation est
quelconque f(xt). '

[intégrale de la formule precedente s’interpréle physiquement par la
considération de Pintégrale de Fourler

y(t) = —J dwj._w ('r)cos w(r—— t)dr

=jm dw coswt . 1j4+ y(t)coswtdr 4 f dw sin wi . 1j+ :w(r) sinwTt dt
P;sant - B
fi(w) =~ J (1) cos wrdr |
f,(uu)=—J- (1) sin wrdr,
il vient 7

w(t) = ffl(w) cos wt dw -+ f :Cfg(w) sin wt dw .

L’¢ intensité spectrale » de onde incidente (1) est donnée par
b(w) = f12 + f22

On voit d’aprés (2) que Vamplitude de ehacun des modes normaux est

m K (%) \/o(w,)

2t leurs énergies sont proportionnelles 4
1 @ aB . > -i‘} B
w? j K,(2) do . d(w,).

En d’autres termes, lorsqu’une sollicitation quelconque agit sur un
systéme élastique, chacun des modes normaux de pulsation w, recueille
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une énergie proportionnelle au produil d’un facteur caractéristique du
mode normal et de la distribulion spaliale de la sollicitation, par
Pintensité spectrale de la sollicitation au point w, Ce résultat montre

également que Pénergie captée par chacun des modes normaux est de
o(w)
Pordre de w: .

1 .
Si la densité de [réquence du systéme est v{w,), la densité de I’énergie
. ) v(w,) d(w,)
captée est de 'ordre de BT R
i
- La méthode est susceptible d’applicalions intéressantes. Elle permet
par exemple d’étudier Lrés simplement Peffet d'un train d’onde sinnsoidat
de longueur finie T sur un systéme complexe. L’intensité spectrale a dans
ce cas trés approximativement la forme

[Sin T(w— wk)]’
w— w, )

Elle a d’ailleurs été appliquée par I'auteur dans une étude (') de P'aclion
des séismes sur les batiments 4 ossature élastique, ainsi qu’au calcul des
amplitudes prises par un arbre en rotation lorsqu’on traverse une vitesse
critique avec une accélération angulaire donnée.
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