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PROPRIÉTÉ Gl?NÉRALE DES TIkIONS THERMIQUES EN RÉGIME 

STATIONNAIRE DANS LES CORPS CYLINDRIQUES 

APPLICATION A LA MESURE PHOTO-I?tASTlQbE DE CES TENSIONS 

Note de M. M. BIOT, Delft-Louvain 

CYLINDRE PLEIN. 

Considérons un corps cylindrique plein, c’est-à-dire dont la section 
droite D constitue une aire simplement co’ndexe, et supposons que la 
distribution des températures soit la mêine dans toutes les sectiois 
droites. On peut alors rapporter cette distribution plane des températures 
à des axes ~y. 

Au lieu de la température, r,~ous considérero?s la dilatation linéaire E 
qui lui est proportiokiéllti. Le’ &ime dei températures est supposé 
stationnaire (indépendant du tetips), de sorte qu’on a 

D’autre part, pour qu’il existe une déformation (E,, Es, y), il fau’t et il 
suffit, dans un domaine simplement connexe, que soi-t satisfaite la relation 
dite de compatibilité 

On voit immédiatement qu’en vertu de (1) l’kquation (2) est satisfaite par 

E, = Ey = E ) u=O, 

d’où le théorème : 

Un cylindre plein présentant &ae rt!partition des tèhpératwes, station- 
naire la même dans toutes les sections droites, se dilate librement dans le 
@ati de sa s&ctiond droite. 

Ce théorème vaut également pour une plaque ; la! dilata&& dé’ la 
pla’que est entï&em’&nt lïbr6. 

Nous alloris niWrer que la rdtation ei l&’ défil&%mérid jouissent $6 
certaines propriétés remarquables. 

Désignons par UJ la rotation élémentaire; on a les relations 

(3) 

E 

E 

0 
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d’ou l’on déduit 

(4) 
àY 
aw 
-= w, 
3X 

et aussi 

(5) 

11 s’ensuit que la fonction complexe 

L(z) = E + iw (2 = 2 + yi) 

est analytique et réguliére dans le domaine Lt. On a 

Aw=O. 
Les courbes 

E = Cte, isothermes, 
w = Cte, isorotation, 

constituent un système isométrique. 
La rotation UJ jouit encore de la propriété suivante : si l’on trace une 

courbe entre deux points 1 et GL du domaine, le flux de chaleur qui 
traverse cette courbe est proportionnel a la différence des rotations 
ti2 - UJ,. En effet, 

rd aw 
w, - w, = 

1 
-ai- dx + $ dy , 

et, en vertu des relations (5), 
2 

WI-w,= 

1 
-$ds + &dy. 

L’intégrale de droite est proportionnelle au flux de chaleur passant de 
droite a gauche entre les points 1, 2. 

On trouve facilement la variation de coordonnées (u, V) ou déplacement 
de chaque point, car u + iv est une fonction analytique complexe de 
z -= x + yi donnée par 

?c+iv= jZdz= j(e+iw)dz. 

On a, en effet, en vertu de (3) et (4), 

(c+iw)dz= 
j 

= edx+$dy+é $dy+$dx 
j I ’ s 

=u+iv. 
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CYLINDRE cmux. 
Supposons que le domaine D de la section droite renferme plusieurs 

trous ; ce domaine est alors dit multiplement connexe. On sait qu’un tel 
domaine peut être rendu simplement connexe en y pratiquant un nombre 
de coupures égal au nombre de trous. Si ces coupures existent physique- 
ment, alors en vertu du théoréme précédent, le cylindre se dilate libre- 
ment suivant sa section droite, toutefois les deux lévres de chaque coupure 
S’entr>ouvrent et présentent un déplacement relatif. Pour que les tensions 
soient également nulles, ou encore, pour que la dilatation se fasse libre- 
ment suivant la section droite lorsque les coupures n’existent pas physique- 
ment, il faut que la distribution stationnaire des températures satisfasse 
h certaines conditions supplémentaires. Ces conditions sont que les 
valeurs de la rotation UJ et des déplacements u et v qu’on déduit par 
intégration a partir des dilatations, reprennent la même valeur qu’au 
départ lorsqu’on parcourt un chemin d’intégration fermé autour d’un 
des trous. 

1) Pour que la variation de rotation soit nulle (uJ_-- w,= 0) lorsqu’on 
revient au point de départ, aprés avoir fait le tour du trou, il faut et il 
suffit que le flux de chaleur qui sort de chaque trou soit nul, car il 
s’identifie avec la variation de rotation UJ, = IN,, en vertu de ce qui a été 
démontré précédemment. 

2) Pour que le déplacement relatif des deux lèvres de la coupure soit 
nul, il faut et il suffit que l’intégrale 

Ldz 
e 

prise le long d’un contour fermé autour de chaque trou soit nulle. Si l’on 
suppose la première condition satisfaite, c’est-a-dire que le flux de chaleur 
sortant du trou soit nul, la fonction Z est uniforme et l’intégrale ne 
dépend pas du contour, pourvu que le contour entoure toujours le même 
trou. La valeur de cette intégrale représente alors la translation relative 
des deux lèvres de la coupure. La condition pour que cette coupure soit 
nulle équivaut 6 deux conditions, 

Edy+wdx=O, 
C 

d’ou le théoréme suivant : 

Lorsque la r4partition des temphatwes est stationnaire et la même 
dans toutes les sections droites d’un cylindre creux, les conditions nècps- 
saires et suffisantes pour que le cylindre se dilate librement suivant sa 
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section droite (pas de tensions sauf dans les sections perp.end@.&ires aux 
gtbae’ra trices) sont : 

1) Le flux total de chaleur sortant de chaque cavité doit étre nul. 

2) Pour chaque tro,zc l’int6grale Z dz pris8 SU~ uu contour qui l’en- 
c 

toure doil. être nulle. Sous forme rt!elle la condition Z a2 = 0 revient à 
G 

Edz-wdyy0 
c 

Edy+wdx=O. 

Ce théoréme vaut naturellement pour une plaque. 

EXEMPLES : 

1) Considérons un cylj&e circulaire limité par deux cercles concen- 
triques et une source de chaleur a l’origine. On a 

z = c log 2. 

Le déplacement relatif $es aevx lèvres, d’une cqupure radiale e*t 

u+iv=[Zz]?-2tri(:(x+yi)=2nC(xYyi). 

C’est une rotation 2 ITC autour au centre. 
21 Considérons le même cylindre ayec:un doublet de chaleur A l’origine 

i+$ 

Dans ce cas le mouvement relatif des deux lèvres de la coupure est une 
trans1atio.n 

y+iv= '~_@=27+C. * 
4 

3) En régime de température stationnaire clans. un cylindre creux ne con- 
tenant pas de sources de chaleur, on fait disparaître les tensions thermiques 
dans les plans parallèles aux génératrice: en remplissant les creux d’un 
liquide de même conductibilité dermique que le cylindre. En effet, dans 

ce cas la fonction Z est unifgrme, @ l’int&rale, 
c 

Z ds est nulle, car la 

fonction n’a pas de singularité a l’intérieur au copi?ur. 

APPLICATION A LA F~I~~~-~~LMTIcITÉ. 

Pour obtenir les tensions thermiques en régime stationnaire d’un corps 
cylindrique creux, il &ff*rà de pratibuer des koupures de façon qu’il n’y 
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ait plus de région intérieure et extérieure et d’écarter les I&vres de chaque 
coupure en leur donnant les mêmes déplacements relatifs que ceux qu’elles 
prendraient si le corps subissait l’action des températures considérées. 
Les tensions ainsi produites sont égales et de signe contraire aux tensions 
thermiques. Ceci procure le moyen d’étudier ces tensions thermiques par 
la Photo-Élasticité. 

Etabl FR. CEUTERICK, 66, rue Vital Decoster, 65 Louvain. 
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