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UN CAS I)‘INT~GBABILlTfi DE L’~QUATION NON LIN~AIIIE 1)E LA CBALEUB 

ET DE LA CONSQLIIIATION DES SI%MlENTS kHGIIiEUX. 

Note de &I. $1. BOOT. 

Dans.le cas.le plus gen&al de l’equation de la chaleur, la conductibiht6 
thermique et la chaleur spdcifique sont fonctionsde la~temperature. Nous 
allons montrer que lorsque le rapport de ces deux fonctions est constant, 
le problbme de la barre semi-inhnie dont on Porte l’extremite brusque- 
ment a une temperature constante est complbtement integrable. 

11 existe un phenomene regi par l’equation de la chaleur oti la restric- 
tion pour la chalcur specibque d’etre proportionnelle a la conductibilite 
s’applique parfaitement; c’est le cas de la consolidation des sediments 
argileux sous une charge. Dans ce cas, en effet, comme l’a montre Ter- 
zaghi, l’auteur de cette theorie, le.rapport de la compressibilite au coei- 
bcient de permeabilite est sensiblement constant. 

Pour certains materiaux tels que les isolants, cette propriete s’applique 
approximativement au phenombne thermique. 

L’equation .de la~chaleur8 une dimension .peut s’ecrire~sousla Forme, 

d21 ‘a au 
c~=~ 4% . 

L 1 
Dans le cas le plusg6nP;ral, les coefficients c et k sont fonctions de la 

temperature ZL et de la coordonnee x. 
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Supposons que -1es coeffkients c et b soient fonctions seulement de la 
temperature et qu’en outre ils soient dans un rapport constant indepen- 
dant de la temperature, 

e(u)=ab(tb). 

Ce cas se presente dans la theorie de la consolidation (ou tassement) des 
sediments argileux sous I’action d’une charge. Comme il a Cte Btabli par 
Terzaghi, la pression hydrostatique du matdriau solide constituant un 
milieu poreux elastique et rempli de liquide tel qu’une argile, satisfait a 
l’equation de la chaleur. La compressibilite et la permeabilite jouent ici 
le role de la chaleur specifique et de la conductibilite thermique. 

La pression hydrostatique p support&e par le materiau poreux seul 
joue le role de la temperature. Les experiences de Terzaghi ont montre 
que la compressibilite u est tres sensiblement proportionnelle a la per- 
meabiliti k (‘) 

a(p) =- ok(p). (1) 

L’equation Btablie par Terzaghi pour la pression p support&e par le 
materiau poreux seul en un point d’une couche argileuse s’ecrit, 

En vertu de (l), on peut Ccrire 

Une charge egale a p, est appliquee brusquement a la surface c =O. 
Posons que p est fonction seulement de 

E=$, 17 = P (9 

On a, 
dP dp 2x __=-.-- 
dz dE t 

3P = dp x’ 
at dE lt 

i Reportons ces valeurs dans l’equation (2) qui peut s’ecrire 

dP dtP 
ak(p). -mat- =k(p) Txt + 

(I) C. TERZAGHI, Erdbaumechanik, p. 176. 
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II vient, 

C’est une équation différentielle ordinaire ou p est fonction seulement 

de la variable E. En divisant cette équation par 2 9 elle devient différen- 

tielle exacte. 
d”p 

a -- 
4 

-g_+;~+kg&~. 

dt 

Par intégration, il vient avec la constante d’intégration C. 

af ---- 
4 

log C 2 4 log VF + log k(p) 

ou 

Les variables sont séparables et une seconde intégration donne 

te-y P 

--z-dE=C 
B VE 

k(p)@. 
Y 

L’intégrale de gauche s’exprime par des fonctions connues. Par défini- 
tion la K fonction des erreurs » Q> (s) est donnée par la relation, 

qx,+j,-“‘dt=f $dt 
d’ou l’on déduit 

L’équation (3) peut s’écrire, 

Nous devons déterminer B, y, C par les conditions aux limites qui sont, 

p=o pour t=O ou Z=oo 

P = Po t=cr, f=O 

P = P, x=0 f=O. 
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Les deux dernibres conditions sont identiques ; elles donnent, 

La constante C est fournie par la condition 

P = P,) pour E-O. 

Et tenant compte de la relation @ (0) = 0, on’ trouve 

I1 vient finalement pour l’expression de la pression p en fonction du 
temps t et de l’abscisse IC, 

Si k se r6duit 6 une consbante indkpendaate de la pression, cette rela- 
tion devient la solution bien connue de llkquation 1inBaire de la chaleur. 

La solution g&kale que nous avons conaidkrke ne r&out pas le pro- 
blhme de la consolidation d’une couche d’hpaisseur finie ou de la trans- 
mission de chalew A tcavera un mur d’kpaisseur finie, mais elle donne 
une excellente approximation pour la premibre phase du phknomkne. On 
peut facilement Studier la seconde phase par une mkthode d’approxima- 
tion pr6cisCment inapplicable,A la premi&re. 

Dans le cas gdn6ral oklalchaleur sp&ifiquet et la conductibilit6 ne sont 
pas dans un rapport constant, mais sont des fonctions quelconques don- 

n&es de la temp&ature, la substitution u = f ($) conduit encore A une 

I 
Equation difftkentielle ordinaire, en Fe Si cette kquation ne pourra pas 

toujours s’intkgrer par des quadr.ature s, elle pourra cependant dans tous 
les cas se ramener & une Equation ordinaire du premier ordre intdgrahle 
graphiquement par la methode des isoclines. 
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