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UN CAS D’INTEGRABILITE DE L’EQUATION NON LINEAIRE DE LA CHALEUR
ET DE LA CONSOLIDATION DES SEDIMENTS ARGILEUX.

Note de M. M. Bior.

Dauis-le-cas-le plus général de Péquation de ta chaleur, la conductibilité
thermique et la chaleur spécifique sont fonctions de la température. Nous
allons montrer que lorsque le rapport de ces deux fonctions est constant,
le probléme de la barre semi-infinie dont on porte 'extrémité brusque-
ment a4 une température constante est complétement intégrable.

11 existe un phénoméne régi par I'équation de la chaleur o la restric-
tion pour la chaleur spécifique d’étre proportionnelle & la conductibilité
s'applique parfaitement; c’est le cas de la consolidation des sédiments
argileux sous une charge. Dans ce cas, en effet, comme I’a montré Ter-
zaghi, Pauteur de cette théorie, le'rapport.de la compressibilité au coef-
ficient de perméabilité est sensiblement constant.

Pour certains matériaux tels que les isolants, cette propriété s’applique
approximativement au phénoméne thermique.

L’équation.de la chaleur-4 une dimension.peut s'écrire-sousila forme,

¢ ot o |

Dans le cas le plus-général, tes coefficients ¢ et ‘& sont fonctions de la
température « et de la coordonnée x.
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Supposons que les coefficients ¢ et & soient fonctions seulement de la
température et qu’en outre ils soient dans un rapport constant indépen-

dant de la température,
cw)y=ab(u).

Ce cas se présente dans la théorie de la consolidation (ou tassement) des
sédiments argileux sous 'action d’'une charge. Comme il a été établi par
Terzaghi, la pression hydrostatique du matériau solide constituant un
milieu poreux élastique et rempli de liquide tel qu’une argile, satisfait a
I’équation de la chaleur. La compressibilité et la perméabilité jouent ici
le role de la chaleur spécifique et de la conductibilité thermique.

La pression hydrostatique p supportée par le matériau poreux seul
joue le role de la température. Les expériences de Terzaghi ont montré
que la compressibilité a est trés sensiblement proportionnelle & la per-
méabilité & ()

a(p) = ¢ k(p). )]

L’équation établie par Terzaghi pour la pression p supportée parle
matériau poreux seul en un point d’une couche argileuse s’écrit,

S _ 2 a_l’].
N T [k o

En vertu de (1), on peut écrire
op 9 op .
ak) L =2 kDL o)

Une charge égale & p, est appliquée hrusquement & la surface z =0.
Posons que p est fonction seulement de
2

E=~xt—, p=p®

On a,
o _dp 2
oxr dE i
¥p dp dp 9
= t’+
p __dp =
A dE ¢

.- Reportons ces valeurs dans ’équation (2) qui peut s’écrire

ak(p)- & =k $h + 2P (3

(1) C. TErzAcHI, Erdbaumechanik, p. 176.
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Il vient,
a dp _d’p dp dk dp\?*
”Z'E'EZ_’}E‘EJ“@ dF +k(m £(F)-

(’est une équation différentielle ordinaire ot p est fonetion senlement

de la variable £. En divisant cette équation par £ ddip ) elle devient différen-
tielle exacte.

d'p
« df 11, 1 dk dp
7T dp T2 E Tk dp aF
dg

Par intégration, il vient avec la constante d’intégration C.
g

— 4 logC +log\/£+logk(p)
ou

e
e T=CVEK®) g5

Les variables sont séparables et une seconde intégration donne
af

fiee
B VE

L’intégrale de gauche s’exprime par des fonctions connues. Par défini-
tion la « fonction des erreurs » ® (z) est donnée par la relation

¢ (r) = \/_j—me dt—f walt

j \/ v_\/4ﬂ¢ \/aE

L’équation (3) peut s’écrire,
\/77%[¢(% vaE) — o (5 v@)]zcﬁ k(@) dp.

Nous devons déterminer B, v, C par les conditions aux limites qui sont,
p=20 pour t=20 ou

d’ou Pon déduit

Z=o00
p=1p, =0 1=0.
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Les deux derniéres conditions sont identiques ; elles donnent,

VEo(gvaE)—0ee) |=6 [ k.

Or, ®(e)=1; dou

\/lgt[q}(%z_,,\/ﬁ)__i]:(}jj k(p)dp .

La constante G est fournie par la condition

p=>p, pour E=10.
Et tenant compte de la relation ® (0) =0, on trouve

Z‘-, (Po
—\/§=ch kp)dp.

Il vient finalement pour Vexpression de la pression p en fonction du
temps ¢ et de I’abscisse z,

.
ol VD=

2 Vi 2 )
J, hara

Si k se réduit & une constante indépendante de la pression, cette rela-
tion devient la solution bien connue de I’équation linéaire de la chaleur.

4—“’(4@ \/g)':ﬁ

La solution générale que nous avons considérée ne résout pas le pro-
bléme de la consolidation d’une couche d’épaisseur finie ou de la trans-
mission de chaleur & travers un mur d’épaisseur finie, mais elle donne
une excellente approximation pour la premiére phase du phénoméne. On
peut facilement étudier la seconde phase par une méthode d’approxima-
tion précisément inapplicable.a la premiére.

Dans le cas général ol:1a chaleur spéeifique- et la conductibilité ne sont
pas dans un rapport constant, mais sont des fonctions quelconques don-

. . o s x* . ;
nées de la température, la substitution v = f ( t-) conduit encore a une

2
équation différentielle ordinaire: en xT Si cette équation ne pourra pas

toujours s’intégrer par des quadratures, elle pourra cependant dans tous
les cas se ramener a une équation ordinaire du premier ordre intégrable
graphiquement par la méthode des isoclines.
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