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Elastizitatstheorie zweiter Ordnung mit Anwendungen.
Von Maurice A. Biot in New York.

Einleitung. In der klassischen Elastizitdtstheorie geht man von der Voraussetzung aus,
dab die Beanspruchungen, Formanderungen und Drehungen sehr klein sind. Sie werden
durch Glieder erster Ordnung dargestellt, wahrend Glieder zweiter Ordnung vernachlissigt
werden. Im folgenden wird eine Theorie entwickelt, die alle Glieder zweiter Ordnung enthalt,
jedoch nicht die explizite Formulierung der Beziehung zwischen Beanspruchung und Form-
anderung erfordert.

Die Resultate wurden mit Hilfe der Variationsrechnung abgeleitet, jedoch ist das ganz
unwesentlich. Der Erfolg dieser Methode ist daranf zurickzufohren, dab far die Komponenten
der Formanderung neue Ausdricke (Abs. 1) gewshlt warden. Dadurch ergibt diese Methode
Glieder, die sich in der klassischen Theorie nicht vorfinden, die man jedoch mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingungen eines kleinen Elementes auch erhalten kann. Die Komponenten
der Formanderung stehen in linearer Beziehung zu den tatsichlichen Langenanderungen.

Damit wird ein Ausdruck fir die Dehnungsenergie aufgestellt (Abs. 2). Es ergibt sich
in natfirlicher Weise die Dualitait der Darstellung des Beanspruchungszustandes. Zugleich
werden Beziehungen abgeleitet zwischen den Komponenten der Beanspruchung, bezogen auf
die Flache vor der Forminderung, sowie denen, bezogen auf die Fiaiche nach der Form-
anderung.

Im Abschnitt 3 sind die Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet. Diese enthalten alle
Glieder zweiter Ordnung und beziehen sich auf beide Systeme der Beanspruchungen. Auch
hier wurde die Variationsrechnung angewandt.

Im letzten Abschnitt wird die lineare Theorie fiir kleine Formanderungen und kleine
Anderungen der Beanspruchungen fiir einen Korper unter anfanglicher Beanspruchung be-
handelt. Daselbst wird ein Ausdruck far die potentielle Energie mit allen Gliedern zweiter
Ordnung hergeleitet, sowie die linearen Gleichungen foir das Gleichgewicht.

Diese Theorie ist vor allem anwendbar bei Behandlung der Fortleitung von Schwin-
gungen in einem vorbeanspruchten Korper und bei Untersuchung des elastischen labilen
Gleichgewichtes und der Knickung. Auch hier maossen wir streng unterscheiden zwischen
kleinen Anderungen der Beanspruchung, bezogen auf die Flichen vor oder nach der Form-
dnderung. Es ergab sich, daf die Elastizitatsmoduli des Hookeschen Gesetzes for die zu-
sitzlichen Beanspruchungen und Forminderungen eine symmetrische Matrix sind, wenn die
Beanspruchungen auf die Flachen vor der Formanderung bezogen sind. Dieses ist nicht der
Fall for Beanspruchungen, bezogen auf die Flachen nach der Formanderung. Fir den vor-
beanspruchten Korper ergeben sich Gleichgewichtsbedingungen, die, fir Beanspruchungen
bezogen auf die Flachen vor der Formanderung, schon von C. Biezeno und H. Hencky?)
auf ganz anderem Wege erhalten worden sind. ,

Nahe verwandt mit dieser Aufgabe ist das Problem der elastischen Stabilitat, das auch
schon verschiedentlich untersucht worden ist. R. V. Southwell?) hat den Fall einer an-
fanglichen gleichmahigen Vorbeanspruchung behandelt mit den Koordinatenrichtungen lAngs
der Hauptachsen. E. Trefftz*®) hat Gleichungen aus der Dehnungsenergie abgeleitet, die
den genauen Ausdriicken nicht ganz entsprechen. Erwahnt seien auch die Arbeiten von
F. D. Murnaghan') und von B. R. Seth®), die jedoch von ganz anderen Gesichtspunkten
ausgehen*).

1. Die Debnung. Nach der Forminderung werden die Koordinaten eines materiellen
Punktes xi zu &. Die drei Funktionen &i stellen ein stetiges Verzerrungsfeld dar. In der
unendlich nahen Umgebung eines Punktes xi wird die Verschiebung dxi zu d&i:

i
&

7 T § 9 1)

1) €. B. Biezeno and H. Hencky: Ou the general theory of elastic stability. Proceedings of the Royal
Academy Amsterdam. 31 (1928), p. 369, u. 32 (1929), p. 444.
?) R.V. Bouthwell: On the theory of elastic stability. Phil. Trans. Roy. Soc. 1913, ser. A vol. 213, pp. 187-3M4.
8. 160 "') !l‘}“’l' refftz: Zor Theorie der Stabilitiit des elastischen Glsichgewichts. Z. angew. Math.. Mech. Bd. 13 (1583),
. 1113 .
4 F. D. Muruaghan: Finite Deformations of an elastic solid. American Journal of Mathematies, 1937,
%) B. R. Seth: Finite Strain in elastic problems. Phil. Trans. Roy. Soe. A 234 (1935), pp. 381,
- *) Slel‘m anch M. A. Biot: Theory of Elasticity with large displacements and rotations. Proceedings of the
fifth International (‘onxfus of Applied Mechauics 1938, p. 117--122. — Théorie de I'Elastieité du second ordre. Ann. Soc.
Scient. de Bruxelles LIX. ser. 1, p 184, 1939. — Nou Linear theary of Elasticity and the linearized case for a body
aunder initial strew. Phil. Mag. Sec. 7, Vol. XXVII, p. 468, April 1989,
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Zugleich besteht die Beziehung
i

&
dfi= \: (a,+a",) (12)
mit
f1 j=i
”"‘10 EXN
Setzen wir
t (Qui  dud 1 (dut Qui
i i .
ej=~2~ (6.{1+61")’ (”}—§(OII 6.1?‘)' e e e e (13’,
wird ,
i N
dei= V(04 ei+widei. . 00 00 (L4
mit den Beziechungen
P; = ?{ . u); == u)':: , ln:: = ),
Das Quadrat eines Langenelementes nach der Formsnderuxig ist
i ue
ds’ = N'(d &y, de’= Y (0 +2guddarde” . . . . . . . (15,
wobei _
. t
N T :g}l p=v
b= M=y BT
1 i i
e . . v . h . .
g,.;::e,,.-i-";“ E C;Ie"+7_l§":\_ (w:,e, w, P)+‘3' ) wym, . .. ,“,.6)'

Anstatt e, haben wir e.. gesetzt.

Der Tensor g.. ist allgemein als Verschiebungstensor bekannt. Es ist jedoch besser,
einen anderen endlichen Deformationstensor so zu bestimmen, dab er in linearer Bezichung
zur LingenAnderung ds, anstatt zum Quadrate ds' der Lingendnderung stehit.

Zu diesem Zwecke wird die folgende lineare Transformation mit symmetrischen Koeffi-
zienten eingefGhrt:

(dgiyz.\_'(o;.“;),[;j S AR
)

Nach Einfahrung dieser Transformation wird das Quadrat des Lingenelementes die Form
annehmen

wobei

"y

do == Yo+ 2pandard s’ . (18,
wobei
Lo\, .
T T Y
~  ding—

~wird, Wir setzen ruv==¢,.
Die Transformation (1.7} 186t bekanntlich keine Winkelinderungen zu’) und kann daher

als Definition einer reinen Dehnung verwandt werden, wobei die endlichen Debnungen
durch die Komponenten e§ dargestellt werden. Mit der ldentitat

ds*--de* . . . . . . . . . . . ..
wird die Transformation (1.4) und (1.7) den gleichen Zustand einer homogenen Dehnung dar-

stellen. Das bedeutet zugleich, dab

Guv == Yuv C e e e e e e e e ‘l]])

wird. ‘
So erhAlt man sechs Gleichungen, in denen die sechs Delinungskomponenten ¢; durch
die Koeffizienten e} und o) der aligemeineren Transformation (1.4) dargestellt werden. Die

7y A. E. H, Love: Mathemstical theory of Elasticity, pp. 63, Uambdridge 1946,
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sechs Grofen c}, die durch dirse Gleichungen dargestellt sind, konnen als Komponenten end-
licher Dehnung in der allgemeinen Transformation aufgefaht werden.

Sie sind irrationale Funktionen der Groken ¢! und w{: Jedoch konuen sie leicht be-
stimmt werden, wenn wir uns mit einer Approximation zweiten Grades begniigen und somit
¢ und o’ als Grogen erster Ordnung ansehen.

Wir sehen aus Gl. (1.11), da6 ¢/ und & sich nur um Grofen zweiter Ordnung unter-
scheiden. Wir konnen daher mit einem Fehler dritter Ordpung schreiben

i
Jelel= ve:, S § 08 11 8
Dicses in Gl (1.11) eingesetzt, ergibt

& - l - .
s < Py 17 \ (m,, e, + u). e,,) + \ m,, m, .. 1113)
prs——

2. Die Dehnungsenergie. Wir berechnen jetzt die Dehnungsenergie einer reinen,
homogenen Dehnung

J
sic Nl o000 0 0L L2,
wobeil t, o,

Mit der Annahme, dab die Beanspruchung n, und Dehnung r: Groben erster Ordnung
sind, wird ein Ausdruck for die Dehnungsenergie hergeleitet, der bis zur dritten Ordnung
als richtig angenommen ist.  Dieses entspricht einer Naherung zweiter Ordoung der Gleich-
gewichtsbedingungen. '

Das entsprechende homogene Spannungsfeld o] hat die gleichen Koordinatenachsen wie
die Dehnung. ks ist auch

)

Die auf die Flacheneinheit bezogene Oberflichenkraft, die an der Oberfliche § cines
Volumenelementes Vodes Korpers angreift, ist

J
LY A }
l'iz\nfuj e 2,

w—

wobei die Gritien a; die Richtungskosinusse der dugeren Flichennormalen der Oberflaiche S sind.

Andern wir die Dehinungskomponenten um die kleinen GriGen 4 ¢j, so &ndern sich die
Koordinaten desx Volumens um

i
dsi==Nosai . . . L L L Lo 28)
Die von der Ohertliichenkraft geleistete Arbeit, die dieser Dehnungsinderung entspricht,
st gleich der Dehmungsenergic 8 Wy des Volumens
AW, WY ESsAS L L L L L@

N
Nach (2.2) konnen wir schreiben

i)
AWy NelasiadS.
s
Nach der Greenschen Formel kann dieser Ausdruck auch als ein Voluinenintegral
geschrieben werden:
i
(5“',4::\\\ \ aldEidv.
AR

’-. —
Da wir es mit cinem homogenen Feld zu tun haben, sind die of alle konstant, deshalb
‘
swe={1 Y b
- ‘( -

Wenn man das Gleichungssystem (2.1) nach den drei Groten i als Funktionen von &4

.(stmv N 1 0)

. : . ) ) ,

auflost, kann man die partiellen Ableitungen a(\n’ A& leicht erhalten. Wir Jassen die Groken
. .

eweiter Ocdoung fort und erhalten
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J
. - Y Q..
Dori=(l4nH -\_r;;l‘
i 1

wo . p= M oamd Do 4l

) -t L 0+ ¢;

die Determivante der Transformation (2.1) ist.  Diese Niherung ist gerechtfertigt, denn sie
hat keinen Einftub auf die Glieder der ersten drei Ordoungen im Ausdruck fir dW.
Nach Einsetzen von
i Y .

Iiﬁfil’tl—i—l'l_\_'.fiht} _‘"»;Eh)r',

oder
j, o« ,

Dagi— Nil4+nde, Mol si

in den Ausdruck (2.3), wird

-

(‘ S ”+"\i ] \‘,‘\'
ﬁfj”:' n a0t 1) TE; 0,
und .
NI 'j‘ Ui TR
. j ] LI i !
r)“,v:_\\\l \ (I—}—an:)(; N tjofr)r,i I 12.6).
- ,n‘ . A— d——
Nennen wir V' den Volumenminhalt vor der Dehnung, so kéunen wir schreiben
av o ..
I’ awy .,
Daher wird
i . - ,
AWp=1 0 Y degal - Nedal 005 dV L 0 000 L2

1 .

So wird denn die Anderung der Dehnungsenergic bezogen auf das urspringliche
Volumen

x

"j . .
AW Ml el Meelae oo L L L L L L 28

Der unsymmetrische Tensor

x

11+ #) nf Neba}

kann daher als die Oberflachenkraft nach der Dehnung aufgefaft werden, die an den Seiten-
flichen eines urspritnglich kubischen Kinheitselementes angreift.
Jedoch tritt nur der symmetrische Teil dieses Tensors in dem Ausdruck von 4 W auf,
weil r)r?: del. .
Deshalb erhalten wir, wenn wir fior den symmetrischen Teil den folgenden Ausdruck
benutzen

k
Yf.:“ +!)0{ - l, \ 1t£a:+fin;). S 1A 1]
den Ausdruck: }
') . .
SW=N"1]0d¢ . (2.10).

Der Tensor 1} kann als die Beanspruchung, bezogen auf die Flache vor der Dehnung,
und der Tensor o] als die Beanspruchung, bezogen auf die Flache nach der Dehnung aul-
gefabt werden. Gl (2.9) gibt die Beziehungen an, die zwischen den beiden Systemen von

Spannungskomponenten bestehen. .
Das Bestehen einer Funktion der Dehnungsenergie setzt voraus, dah 0W ein exaktes

Differential ist. : _
Deshall, massen die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

d=1d(..e..) oder of=of(...e7..)
den folgenden achtzehn Bedingungen genigen:
ard 9 T

= S 4§
dep oA
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oder
dol 1 Ay )
do;
aa Ty =y o > ot dofl=140) " - 5 ‘ (e or + ek o).
OFp = Qe et 3+ del

Hieraus ist klar ersichtlich, daé die Bezichungen fir das Spannungssystem t picht die-
selben sind wie for das System o.

3. Die Gleichgewichtsbedingungen. Die Anderung der Dehnungsenergie, bezogen auf den
Volumeninhalt 1" for den Fall der nichthomogenen Debnung ist

ur
AW={{{ Yo dv. . . .. ... @8
e
Die Grogen r; missen alle Glieder erster und zweiter Ordnung euthalten, so, wie sie
vorher berechnet worden sind:
i i
K 1 AT : 1 v
by S Ey DT Oy + > \ (u)f, e+ w, ef,) + 5 ,\ m,‘, o, .
: . 2 4
Da in unserem Falle nur cartesische Tensoren benutzt sind, kdnnen fir jeden Tensor A,

auch die Bezeichnungen A*# oder 4., benutzt werden.
Durch Variation ergeben sich die folgenden Ausdricke:

. - ~
i \ i iy iy | PR
T

. . Aa L) . {2 FON Y
- ' . " i 1 4 ll - ll
9 f'u v 3} Cuy P9 \"l, u r -1- (i), e 1T 9 e iii 'T' c', v (u',’
& — - :

:k

(3.2).
1 o .
+ 5 v\ ((uf, Aol 4 m‘,dm:.)
domuny

-

Zudem kaunn unter Beputzung der Beziehungen (1.3) und durch richtigen Gebrauch der
Summationszeichen gezeigt werden, dab

frs

”" "y s e" "y a" r a" ‘ C] a"i
) LA T ) ( 6 y 1 ""‘661”+2'M c“()a 2 ier baz)

1st.
( ui

. d L :
Wir benutzen die Eigenschaft, dag ()6 =5 r,éu‘ und integrieren partiell. Dann er-

halten wir aus dem Integral (3.1) die Beziehung

SW={1fiduwdS 1V AidwdV. . . . . . . . . 83,
N e
wo
2-'-~ - 1 !
fi-= ia, + ) w"m,‘,-{-—:Ir!"e:‘»f'?r“‘e;}a, e X 1)

und worin a, die Richtungskosinusse der 3uberen Normalen der Oberfiiche von V sind.

‘167;( v a 1 X
Aiz= \ P W +‘-}- ( llbﬂ+—§-y.“‘ﬂ;——%-ﬂ“g;)_ B - ¥ 91

Die virtuelle Arbeit der mneren Krifte ist gleich — 6 W und die virtuelle Arbeit der
Ruberen Kréfte ist gleich:

‘)Wc-‘:,LSF‘d“‘dS-F§(§X‘96u"dV. C e e 8e),
wobei F'¢ die Oberflachenkraft ist, bezogen auf die ursprangliche Flache, und X! die Massen-

kraft darstellt. Wenn wir bedenken, dafi die gesamte virtuelle Arbeit for alle Werte von dwuf
verschwindet, so erhalten wir ,
W, --dW=0

und die Gleichgewichtsbedingungen nehmen die Form

"'we f"

2 1 1,
Ot (el md-grid)txe=o L ay



. g s . , . 7. sw. Math, Mech.
94 Biot. Elastizitiitstheorie zweiter Ordnung mit Anwendungen B.,?!_!.‘,";-‘,..}"A’;,,?"‘SZ,

an, und die Randbedingungen werden durch

t
. . AN ;1
bz \ e, + \ {r‘"'(n;,%-_‘) el — o 7“"9,',)(!‘.4, B 14 # N1
ey -

dh—

dargestellt.

Diese Gleichungen konnen auch durch die Spannungen o* dargestellt werden. Da wir
uns auf Glieder erster und zweiter Ordnung beschriankt haben, konnen wir fiir £, die Grofe
e, einsetzen.

"

viz=(l4ejo"i ‘,— levoride oy . L L L L LM
-~ dim——

Diese Ausdritcke werden in die GL (3.7) und (3.8) cingesetzt. Es gentigt, wenn wir fir
unsere Ndherung v/ nur in die Glieder erster Ordnung einsetzen und in den dbrigen Glicdern
an. Stelle von i die GroBen o' nehmen.

Auf diese Weise erhalten wir

= RN s
) (\(.r" (14+eoi - da” (0" w—otie)+ Xto==0_ . . . . . 319
M\ dm——

und die Randbedingungen

wa

Fiz-.:_'tl+(’bo"’q,.+_\_'(n"'m§, cotie ), . .. . . . 30

4. Die lineare Elastizitiitstheorie eines vorbeanspruchten Korpers. Als Anfangszustand
nehmen wir an, daf eine Vorbeanspruchung S*r im Korper existiert, der die Koordinaten o
entsprechen. Die Gleichgewichtshedingung dieses Anfangsspannungsfeldes lautet:

TS ,
\ ‘MP+9x:.—:u R TR I}

worin ¢ X' dic anfangliche Finheitsmassenkraft bedeutet.

Nehmen wir jetzt an, da der Korper eciner kleinen Dehnung unterzogen wird. For
diese Dehnungen banen wir eine lineare Elastizititstheorie auf.

Die Koordinaten xé eines materiellen Punktes im Korper werden durch die Delinung zu
ri+ui. Die Koordinatenanderungen w«i und der dazugehorige Tensor e o werden als
Niherungen erster Ordnung angesehen. Die Dehnungskomponenten s‘, sind wie in Gl {1.13)
definiert. Ftir die Komponenten der Spannung nach der Dehnung kénnen nun entweder die
tatsachliche Spannung o%*=: S*v 4 g#' oder die Spannung 1*=8""4 ", bezogen auf die
Flache vor der Dehnung gewihlt werden. Die Spannungsinderungen ¢ und &¢* sind auch
als klein und als Niaherungen erster Ordnung anzusehen.

Die einer linearen Theorie entsprechende Dehnungsenergie mufi nun lineare und qua-
dratische Glieder enthalten. Wir behandeln somit die Anderung der Dehnungsenergie, W,
die eciner Anderung der Dehinung von der Grosenordnung o euv entspricht. Man erkennt, daB
es moglich ist, einen Ausdruck foir dW zu erhalten, der alle Glieder erster und zweiter
Ordnung enthalt, wenn man ¢* = $#* 4 8" in die Gl. (2.10) einsetzt. Wenn man alle Glieder
dritter Ordnung vernachléssigt, erhilt man

" “e

() “.::.‘" l/‘ 4 h Euy + ;'S'" s (5 Ery N . . . . . . N . . . (4.2)‘
worin '
t,“": 8/ + £ ,s'.”" - ‘1) /\ (}: S’"—-}- f‘: S“ .) N N N . . B ' . . ‘4.3)
, ¢ - e’
ISt

Die obigen Gleichungen dricken die Bezichungen zwischen den beiden Systemen der
Spannungskomponenten s> und 7 aus: Die Spannungs-Dehnungsbeziehungen sind als linear
angenommen. Die Form dieser Beziehungen hangt natirlich von der Wahl des Spannungs-
systemes ab, d.l. ob wir das System s** oder ¥* benutzen.

xr
ﬂu’ __-—_:‘\"Cf;ex, . . . . . . . . . . . . . ‘44}
oder . '
,,..S‘_\_'Bf;;,,‘” T € %31
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xr
Die Summierung Y’ wird iber alle sechs Kombinationen von x und r ausgedehnt. Da.
mit AW ein totales Differential sein kann, mossen gewisse Beziehungen zwischen den
Koeftizienten B und C bestehen. Es bestehen die Gleichungen

h] l/u-“»a'lr

deyr Otus "o
somit
A P ¢ X8
i, ol Sl
(4.8).
N 1 o - r ar X
IS g 2 SN

Die ('-Koeffizienten stellen eine symmetrische Matrix dar, wihrend dasselbe fiir die B-
Koeflizienten im allgemeinen nicht. zutrifft.

Der Ausdruck W' = “t“'éeﬂ. stellt das Differential einer quadratischen Form W’ in

ve

der Veranderlichen ¢, dar. Wir haben 3¢ == ¢~ und von den Kigenschaften quadratischer

Formen

"y

2 ‘V' . \ 6 “ Eny == \ 'u »

v o o o e 0 0. . ‘4.9).

-v (\"\“r

So erhalten wir einen Ausdruck for die potentielle Energie

"y uy

‘ ]
N N pe s ) Se . (40,

~  dmm—

W=

der alle Glieder erster und zweiter Ordnung enthalt.
Weiterhin kann an Stelle von & auch e, cingesetzt werden, zum mindesten in der
'll‘
ersten Gruppe der Glieder M'#¢*+.., denn W wird dadurch nur in der dritten Ordnung beein.
fluit. Somit

] " l‘ . l"’
W 15y ,\ f"re . + \ N gy e e e e e (4.11),
& domvay o

wobhei die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung durch

kr

'[“ *;v (‘“' elx . R . B N . . . . . . . . (4.12’
gegeben ist.

Zugleich konnen auch die Spannungen 8 aus (4.3) eingefohrt werden und man erbalt

l - 1
T ! T N TR 1)

Nach Einsetzen dieser Ausdricke in W erhalten wir

uy ny r k
y 1 H‘ 3 ity 1 - l "
W = “2 ) 8" 8y + S [ vt 2 \ €iriStve — 2‘-:\.- 10’* S’k+9k8"‘) (414)

mit den Spannungs-Dehnungsbeziehungen

&
sor=N Blex, . . . . . . . .. ... (415

Es muB nun klar im Auge behalten werden, dab der Wert ¢4v, der hier benutzt wird,
durch die Gl. (1.18) dargestellt ist:

i

l )
l:nv—?pu+2 2 fu,.e,+w!e:,)+72— 2 m,“wi.
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Wenn wir nun diese Ausdriicke der Dehnungsenergie W benutzen und die Variations-
methode der virtuellen Arbeit anwenden, wie es im nichtlinearen Falle geschehen ist, sowie
die Gleichgewichtsbedingung (4.1) des Vorspannungsfeldes S** berticksichtigen, so erhalten
wir die folgenden Gleichungen fir das Gleichgewicht

2

worin 4 X¢ die Anderung erster Ordnung der Massenkraft ist.
Wir erbalten for die Randbedingungen

v 3
U ". e 4
gx’+24 aiv(S“'m:.-{'—-LSi"e:, ""%S‘“?,',)%-QAX‘:O .. (116),

e V" % L Lo _
Al“zz ria, + 2 [Swmj,+~g—s.u-ef, Sy Stieday oL T
worin A Fi die Anderung der Oberflichenkraft, bezogen auf die Einheit der urspriinglichen
Oberfiiche, und a, der Kosinus der Richtungswinkel der nach auBen gerichteten Normalen
bedeuten.

Wir haben somit die Gleichungen f{r die Spannungsanderung #*', bezogen auf die
arspringlichen Flichen. Wir konnen auch die tatsiachliche Spannungsinderung s* * einfiihren,
entweder indem wir mit dem Ausdruck fir W {(1.14) beginnen, oder indem wir die Beziehungen
(4.13) in die GL (4.16) und (4.17) einsetzen.

Wir erhalten so die Gleichgewichtsbedingungen

L 4
Wl.Yidl
Py ¥

und die Randbedingungen:

v Hy
'*’2 ‘a'g:rtes”H-Q) é%‘,(S"'m:.-—S‘"e,',)-}-ng":ﬂ. R ¥ 8 1.3

v v py
AFi=Ysrta,+6 YSa,+ Y (S0l -~ Siel)a, . . . . . (419,

Die Gl. (4.16), (4.17), (4.18), (4,19) enthalten alle Glieder erster Ordnung, die in einer Theorie
der Elastizitdt eines Korpers unter Vorspannung enthalten sind.

Die Gl. (4.18) konnen auch in einer anderen Form geschrieben werden, wenn wir die
Gleichgewichtsbedingungen (4.1) berfcksichtigen, die sich auf die Vorspannungen beziehen,
sowie die ldentitaten:

"
3 _de ., . Oe
a )'f" (6:. + ‘”:‘\’ - a ,t" ’ Oder /) a v (ev + ”’v,)—" e .'l,v +
u .

worin Gz_’:‘d’:‘

Die Gl. (4.18) haben die Form

* " ne " i
LV as” ~ ) ~ dowy (Mu,,)
2 ar’ +o 1 Xt—p 2 w! X1 4 ) (S"a.ﬁ;-{—,ﬁ ar

4

+4.20).

me

~—eg Xt~ ‘)«- » & St

) e’"éw’ ={)

Die Glieder in Gl. (4.20) lassen cine interessante Deutung zu. Nehmen wir zum Bei-
spiel den Fall einer zwei-dimensionalen Dehnung und setzen

e x u' = X'=X . |exx exy) s 0 - w)
2 * - 2 ef'=l [* W, = ‘9
=y u e v Xt==Y ey eyy W 0
worin
du _M(Q +04_4)
Cxg™= 5 0 =3\ r ay)
dre wl.(é_v-b..e)
rTay “TTWr Ty

Mit diesen Bezeichnungen erhalten die Gleichgewichtsbedingungen (4.18) die Form
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[} a 12
Am am
1Y LU Qe
s 8 N 25m8" (4.21)
ANt ase s 6”") 0
en X ey oo TCus dy p""((\f dy /-

und eine dhnliche Gleichung far die Y-Richtung.

Die zusitzlichen Glieder in der zweiten und dritten Reihe konnen als Folge der Form-
inderuny eines infinitesimalen Elementes aufgefabt werden. Die Glieder in der zweiten Reihe
stellen den Kinflug der Krimmung dar. Die Glieder in der dritten Reihe haben ihren Ursprung
in einer Art Auftrieb eines Elementes durch seine Formanderung im urspringlichen Dehnungs-
feld. Man erkennt somit, daB die Glieder, die die Krommung darstellen, nur von urspring.
lichen grifiten Querspannungen abhingen und fir den Fall eines anfanglichen gleichmabigen
Druckes verschwinden. Die Glieder, die mit dem Auftrieb zu tun haben, verschwinden, wenn
das ursprimngliche Spannungsfeld homogen ist. In diesem Falle, oder wenn wir den anfing-
lichen Spannungsgradienten und die Massenkraft vernachlassigen, erbalten wir die Gleichungen
dsttopatr e Qe dsl? Qa7 , dw .0
P T P P S PR Y TEN ST, 28

Diese letzte Art von Gleichungen mug eine grobe und fundamentale Rolle in Knickungs-
aufgaben spielen.  Man erkennt, dats aberhaupt die Moglichkeit einer Knickung im wesent-
lichen von der Existenz einer Querspannung im urspringlichen Spannungsfeld abhiingt. Diese
Folgerungen sind auch tm drei-dimensionalen Falle richtig.

“—0 @2
y

5. Anwendungen. Die Dchnungskomponenten zweiter Ordnung in der
Plattentheorie. Pie Verschiebungen in Biegung und Dehnung werden angenommen
wie folgt:

Q w w

"’
Die Ebene 2:- 0 wird als Mittelebene vor der Biegung angenommen. Durch Anwendung der
Formel (1.13) erhialt man die dret wichtigsten Komponenten des Dehnungstensors:

)
W= e yy 2 r=r,(ry) s ca = (r, ).

o’

“au,, At ] 1. ‘<\ wY
M= as Foar T2 osb
o, ot 10 n")’ 51
£ - dy o 5 ((\'/, . H.1)
1 (’(\, ry (\ua) e L dwrdoare
P o Tay! Fardy 2 ax dy

lsotrope Beziehungen zwischen Spanoung und Dehnung mit quadra-
tisehen Gliedern.
Wegen der Isotropic fallen die Hauptachsen fir Spannung und Delmung zusammen,
Wir wiihlen die rechtwinkligen Achsen 1, 2, 3, parallel mit den Hauptrichtungen und be.
trachten jetzt die Spannungskomponente 1, als Funktion der Dehnungskomponenten ¢,,, ¢,,, £,,,
die Glicder erster und zweiter Ordoung enthalten, EKio Vertauschen der Achsen 2 und 3 hat
wegen der Isotropie keinen Einflub auf v, deshalb
'll zA. ¢ + (;}‘II + " F:I + I’(‘.:f + ’;!) + (v’l! (F}, +Fﬂl) + I))’, F’S'
In ithnlicher Weise erhalten wir:
Ty ke b e, A+ B(el, +01) + Cogy gy + 60) + Dy ey,
Ta=dt e+ Aol 4+ Bl 4 6,) + Ceyy (k4 #4g) + Dy, Fags
Worin €0 ¢, + £y, + &, die kubische Dilatation bedeutet. Unter der Annahmie eines elastischen
Potentiales miissen die Beziebungen (2.11) befriedigt sein.
or, 01, 07, A7, A7, A1,

G'n/a’n. 06y, M(\"n' O, ‘é'u.

Lettet man noch die Beziehung 2 B-: € ab, werden die Beziehungen zwischen Spannung
und Debnung durch fonf Elastizititskonstante dargestellt.  Das Bestehen von fanf physi-
kalischen Konstanten war auch schon von F. D. Murnaghan festgestellt worden, der aber

7
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auf anderem Wege zu diesem Schlub gelangt ist (siehe oben). Die physikalische Bedeutung
seiner Kounstanten ist jedoch eine andere, als in unserem Falle.
Die Spannungs-Dehnungsbeziechungen konnen in der aquivalenten Form dargestellt
werden:
1, =Ae+Ge,,+ L'+ Me}, +-N{Qee,, + 6], + 3 + ¢3s),

r”=le+Ge,,+Le'+Mc:;+N(2ec,,+e},+c:,+r:.)» N £ %24 X
Ty =Ae+Ge,+ L +Me),+ N2ee,, + 6, 64, + e3y)

Im Falle, dag wir es nicht mit den Hauptrichtungen zu tun haben, erhalten wir in Carte-
sischen Koordinaten

a3 .'1
T;cv:"—(lt'*- Le+ A'z'f‘a‘ilaﬂ)gpv-*- (}4+2NF) l‘;u"' MA Cunlee . . . . . (53),

worin gu»=1, wenn u=y und gu»=0, wenn uFr. Diese fonl Elastizitdtskonstanten 1, G,
L, M, N konnten bequem zu einer genaueren Beschreibung sebr elastischer Stoffe benutzt
werden.

Erhohung der Drehungssteifigkeit eines prismatischen Stabes durch
axiale Spannung.

Der prismatische Stab wird unter gleichmfifiger axialer Spannung S,, == S angenommen;
die s-Achse ist parallel mit der Stabachse. Als zusitzliche Spannungskomponenten der Drehung
werden die s.. angenommen. Die Gleichgewichtsbedingungen sind (4.20)

¥s,  ds, 9s,

) dmy
dx ' dy t a8

LY
.a_,s" 63” 6‘8*“ wewx L : '
3xTay Tos Sas =" A ¥ 1)

ds,,  ds,, 04, dwy  dang\
dr Tay T ae +5(4 ey)“‘“

Die Randbedingungen (4.19) werden
dFy=8,0a,+8,a,+8,0,+ Soya,, }

+8%° =0,

AFy=s, a, +8,,a,+ 8,0, Sz a,, (5.5).

AF, =8, a,+ 8,,a,+8,,0,+ S (e, + ¢,,) @, —~ Se,,a, - Sey @y
Alz angenahertes Spannungs-Dehnungsgesetz wird das Hookesche Gesetz fOr ein iso-
tropes Material angenommen:
Ee, =35, ~v(8,+38,), Ee,=8,—r(8,+8,), Ee,=28,—7(s,+8,) } 5.6)
2Ge,=8,, 2Ge,=8,, 20e, =32, - (6O
Es kann leicht gezeigt werden, dag die klassische Losung der Torsionsaufgabe von Saint
Venant, die sich auf einen Stab ohne Vorspannung bezieht, auch die obigen Gleichungen

befriedigt. Wenn & den Drehungswinkel bezeichnet, dann bedeutet s,, und s,, die Verteilung
der Querbeanspruchung tber die Schnittfiliche und ist durch die folgenden Gleichungen dar-
gestellt:
aw - dw s, 88y, ‘
G(ég+9$)-“:l1 G(—*G![‘f éx)‘:,s\y éz+ éy go . . . . (5'7)7

wobei die Randbedingungen aussagen, daf dic Querspannung tangential zu der Schnittflache
sein mub. Wenn wir nun das an der Schnittflache angreifende Drehmoment berechnen, er-
halten wir nicht dasselbe Resultat, das die Saint Venantsche Theorie ergeben witrde. Das
hat seinen Grund in der Tatsache, dab die an der Schnittfiache angreifenden Krifte, die durch
die Randbedingungen (5.5) dargestellt sind, die Form haben:

IFe=28,,+ Sy, AFy=8,4—~8wx . . . . . . . . (B8
Die Werte vou », und w, werden aus der S8aint Venantschen Losung abgeleitet, und wir
erhalten:
: w,z:—;-%'—vasé), w,:-—%%——yﬂ e e e . (B9

Das an der Schnittfische angreifende Gesamtdrehmoment ist:
T=(1 -2%)SS(-—a,,y+a,,x)d.rdy+865§(.t’+y')dxdy
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oder
8
r,(1~§§)'rn+1(;se. . maoy

In diesem Ausdruck bedeutet Tgy das aus der Saint Venantschen Theorie abgeleitete

Drehmoment und I das polare Trigheitamoment der Schnittfliche, bezogen auf den Schwer-
punkt der Flache.

Der Nullpunkt des Koordinatensystemes z, y mub hier mit dem %hwerpunkte Zusammen-
fallen, damlt das aus diesen Gleichungen erhaltene Kraftsystem ein reines Drehmoment ist.
Das Glied .,(. kann im Vergleich mit ,Eins* vernachlissigt werden, weil es eine Naherung

gleicher Ordnung ist, wie die Naherung durch die Einfohrung des Hook eschen Gesetzes for
ein isotropes Material (56).
Deshalb ist der Wert des Drehmomentes

T=Tgp +1Iz86 . . . . . N 8 ¥R

Das Korrekturglied for die anfangliche axiale Vorspannung erhbdlt nur dann Bedeutung, wenn
die Drehsteitigkeit der Saint Venantachen Theorie klein ist im Vergleich zu SI;. Bei-

BiM 1.
spielsweise erhalten wir im Falle eines donnwandigen Zylinders, der parallel seiner Achse
aufgeschnitten ist,

T=3arcG t+a(L )g— L. paw,

wobei .r* den Radius und ,¢“ die Wandstérke bedeuten. Wahlen wir zum Beiaplel rie =10

und S /(' =1/1000, so erhalten wir durch den Einflus der axialen Spanmmg einen Fehler des
Saint Venantschen Drehmomentes von 30°%s. 118
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