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Elastizitätstheorie zweiter Ordnuog mit Anwendungen. 
VOIJ Akkce A. Biet io New York. 

Einkitr~. Tn der klassischen ElastiziMteWeorie geht man voo der Voraus@ebUng ao% 
dti die Beanspruohungen, Fortinderungen und Drehungen sehr klein aiod. Sie wet-den 
durch Glieder erster Ordnung dargestellt, w&hrend Glieder zweiter Ordnung vemcldbsi& 
werden. Im folgenden wird eine Theorie entwickelt, die alle Glieder zweiter Ordnung enthat, 
jedoch nicht die explizite Formuiierung der Beziehung awischeo BeMsprochuog and Form- 
Lnderung erfordert. 

Die Resultate wurden mit Hilfe der Variationsrechnung abgeleitet, jedoch i.st das ganz 
unwc*sentlich. Der Erfolg dieser Methode ist darauf zutickzuf0hren, dab fOr die Komponenten 
der Form&nderung neue Ausdr(lcke (Abs. 1) gewllhlt wurden. Dadurch ergibt diese Methode 
Glieder, die wich in der kim.Gchen Theorie nicht vorflndeo, die man jedoch mit Hilfe der 
Gleichgewichtsbedingungen eines kleinen Elementes auch erhalten kann. Die Komponenten 
tlcr Form&nderung stehen in linearer Beziehung zu den Whlichen L&ogeo&oderungeo. 

Damit wird ein Ausdruck ftkr die Dehnungseoergie aufgestellt (Aha. 2). Es ergibt sich 
in nathlicher Weise die Dualitit der Darstellnng des Beanspruchungszustandes. Zogleich 
werden Bezir+ungen abgeleitet zwischen den Komponenten der Beanepruchung, bezogen auf 
die Flache vor der Formgnderung, sowie deneo, bezugen auf die FliLche nach der Form- 
3ndrrung. 

Im Abschnitt 3 sind die Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet. Diese enthalten alle 
Glieder zweiter Ordnung und beziehen sich auf beide Systeme der Beanspruchuogeo. Auch 
hier wurde die Variationsrechnung angewsndt. 

Im letzten Abschnitt wird die lineare Theorie far kleine Form&nderungeo und kleine 
Änderungen der Beanspruchungen fnr einen Korper unter anfsnglicher Beamspruchung be- 
handelt. Daselbst wird ein Au.sdruck ftir die potentielle Energie mit alten Gliedern zweiter 
Ordnung hergeleitet, _iowie die linearen Gleichungen tar das Gleichgewicht. 

Diese Theorie ist vor allem anwendbar bei Behandlung der Fortleitung voo Schwin- 
gungen in einem vorbeanspruchten Korper und bei Untersuchung des elastischen labilen 
Gleichgewichtes und der Koickung. Auch hier m0ssen wir .streng unterscheiden zwischen 
kleinen Anderuogen der Beanspruchung, bezogen auf die Fl&chen vor oder nach der Form- 
&nderung. J& ergab sich, da8 die Elastizititsmoduli des Hoo k eschen Gesetzes far die zu- 
.qätzlicheo Beaospruchungeo und Foml&nderungen eine symmetriwhe Matrix sind, weoo die 
Beanspruchungen auf die Fls<:hen vor der Formtiderung bezogen sind. Dieses ist nicht der 
Fall ftkr Beanspruchungen, bezngen auf die FlEchen nach der FormiLnderung. Für den vor- 
beanspruchten Korper ergeben sich Gleichgewichtsbedingungen, die, ftir Beanspruchungen 
bezogen auf die Flachen vnr der Formanderung, schon von C. Bi ezen o und H. H enc k y ‘1 
auf ganz anderem Wege erhalten worden sind. 

Nahe verwandt mit die%*r Aufgabe ist das Problem dei elastischen StabiJibat, das auch 
schon verschiedentlich untersucht worden ist. R. V. South weil *) hat deo Fall einer ao- 
filnglichen gleichmlL6igen Vorbeanspruchung behandelt mit den Koordinateorichtungen Uiogs 
der Hauptachsen. F, T re ff t z ‘) hat Gleichungen aus der Dehnungsenergie abgeleitet, die 
den genauen Ausdrllcken nicht ganz entsprechen. ErwBhnt seien auch die Arbeite0 von 
F. D. M urnaghan ‘) uod von B. FL Seth‘), die jedoch voo ganz aoderen Gesichtspunkten 
au.sgehen ‘). 

1. Die Delmaag. Nach der Formanderung werden die Koordioaten eines materiellen 
Punktes xi zu 6’. Die drei Funktionen [i stelle0 eio stetiges Verzerrungsfeld dar. Io der 
unendlich nahen Umgebung eines Punktes zi wird die Verschiebung dti zu dt{: 

__ --- 

*) (‘. B. Bierrno and H. Hencky: On lhe pneral 
Aeademy Amrtrrdam. il ll9S). p. 269, n. 9Y (1929). p. 444. 

*) H. V. 8oulhrell: On the lheory of elutic stabilllp. 

. . . . . . . . . . . . . . (1.1) 

lheory of elmlic elabillty. Prowediag ef tbe Bora1 

Pbl). Tram. Rey. Sec. 191% am. A TOI. 41% pp. 18%YU. 
‘1 E. Trefflz: !Zbr Tbcorie der Slabllitll dea ekthcbeo ükAcbgvw&hta. 2. Eger. Yalh..Mwh. Bd. 13 tlq. 

H. IW hir 165. 
‘) F. D. hfurualrhan: Finite Deformationa of WI elulic aoltd. Aacrlao Jownal o< Yalhomalkm, 1937. 
6) B. R Se 1 h : Finite IJlrain in eiamlta prtims. Phil. Tram Rq. Ba. A %W (1995). pp. 98l. 
*J siehe l r>eh hl. A. Biet: Theorr ol Elastbily wlth Lrge dhplr~meob and rolaliom Promedl~ d the 

Mlh Intsrnalinnal (‘0s~ u( Applied Mechauhn lW& p. IG-Ia. - Thborie & I’Eksckil& do meead ordm. Ana. Bor. 
8ciwl. ds Brwelb* LIä. w. 1, p UM. ISS% - Non Linear lbeory 
ondsr initial wer. Phll. w. Sec. 7, Vol. XXVII. p 498, April 1999. 

ol Elultclly and tbo liaeati one for l body 
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Zugleich be&eht die Beziehung 

mit 

set8eo wir 

Wild 

dZi-411’(6i+rj+,,>jl,lj. . . . . . 
mit den Beziehungen 

f;=& ,,,* 7.: j 
5 <l)i 1 0,; = 0. 

b wdrrrt eines hugenelementes nach der Formanderung ist 

wobei 
i(d pjs, 

f’ * 
de’ = dt?‘- y (ft, f + 2 gut) da9’d.c” . , 

. . . (13, 

. . tt.‘i\ 

. . . (1 .5), 

Anatatt 13; haben wir egv gesetzt. 

Der Tensor g!, . ist allgemein als Versctliebungstenrr bekannt. Es ist ,jf4och he,sser, 
einen anderen endlichen Deformationstensor so zu h;timmen, da6 er in IineartIr Heziehung 
zur L&ngen&oderung ds, anstatt zum Quadrate ds’ der IALngen#nderung stellt. 

&t diesem Zwecke wird die folgende lineare Transformation mit synmc*trischr Koeffi. 

zient8n eingefCihrt: 

Nach Einffihruog dieser Transformation wird das Quadrat des Längent?lemt:ntes die Form 
annehmen I‘ I 

)‘pv==Fur + ’ \ -f:, $1 .J . . . . . . . . . . . ($3) 
-- 

wird. Wir setzen firr == f,Ij. 

Die Transformation (1.7) IM% bekanntlich keine Winkeländerungen zu’) und kann daher 
als Definition einer reinen Deb n ung verwandt werden, wobei dir endlic*htan Dehnungen 

durch die Komponenten E: dargontellt werden. Mit der Identit&t 

t/ 8’ L- fj 0’ . . . . . . . . . . . . . (1.10) 

wird die !hneform8tion (1.4) und (1.7) den gleichen Zustand einer hourogenen Ihhung dar- 
ate&n. Das bedeutet zugleich, dafi 

gp,=y,‘Y . . . . . . (1.111 
Wild. 

So erb&lt 111813 oeche (&ichuugeu, in denen die sechs I)ellaun~kornl)oncrnten E: durch 

die Koeffl&&en ei und 0: dar allgemeineren Transformation (1.1) dargestellt werden. Die 
. 
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sechs Groben ti, die durch dirase Gleichungen dargestellt sind, können als Komponenten end- 

licher Dehnung in der allgemeinen Transformation aufgefafü werden. 

Sie sind irrationale Funktionen der GrOBen c( und CD~: Jedoch kdnnen sie leicht he- 
stimmt werden, wenn wir uns mit einer Approximation tweilen Grades begnfigen und somit 

4 und ~0: als Gr66en erster Ordnung ansehen. 

Wir sehen aus GI. (l.ll), da& 4 und t$ sich nur um Gtitren zweiter Ordnung unter- 

scheiden. Wir knnnen daher mit einem Fehler dritter Ordnung whreiben 

iej, e! = f: i i 
! _E!,C.,. . . . . . . . . . . 

Ditrsen iri GI. 11.11) ringenetzt, ergibt 
i i 

2. Die Dchnungsencrglc. Wir berechnen jetzt die Lkhnungsenergie einer reinen , 
h o III OK v II 1. n 11 v h n II II g 

2; - LJY . - - pj + F).fl . , . . < . . . . . 12.1 J, 

wobei t; t:. 

Mit tlcr Annahme, dab die IIearq,ruchung 0; und Ihthnung c: (;rfi6en erster Ordnung 
rind, winl An Au.rdruck ffjr die 1)ehnrrngenergie hergeleitet, der bis zur dritten (h-dnung 
iiln richtig »rtpvmunm~ ist. I)ic*$es enkpricht einer SShvrung zweiter Ortlnut~g der Gleich- 
C5”wic,htsl>e(linpun~ell. 

I)a.~ f~fits~)ri~<~l~~rl(le hotuogtmt~ Spannungsfrld 0: hat die glricheu Koordinatenachsen wie 
dir L~dJniJiip. IXw int aucli 

I)iv auf (lit* Flächeneinheit bezogene ~)bcrflBchenkraft, die an der OberflAche Y vin’en 
~o~iJJrirncl~~fnelites 1’ cleu Kiirpem angreift, ist 

h’i=>‘O{tdj . . . . , . . . . 

I)ii \vir PS Iwrit cirtem honJogtqlrv1 Feld EIJ tun haben, sind die 4 Jle kountant, deshalb 



und 

Daher wird 

So wird denu die ~~ncleruug der I)etlllung~~nrrKi<! hezogcn Ruf das urliprßngt i<*tif* 
v 0 1 u 111 C’ 11 

G 1 .+_ f,G{ 

I 

n\t- _ \( _yfb: I’fJ . . . . . . , , . . (2 w. 

Der unaprnrtri.whe ‘l’enml 
X 

II -t t,fT;’ “‘!fl; 

kam) daher als die Ot.>c~rHl(chc~ltkr;ft uach der I)ehnung aufgefafit wc:rdon, die an dtq) Seiten- 
tbchen Gneyi urwpr~nglic~li kut+chcn ~inl)eit~l~~nlc,l~t~,~ augrclft. 

dedocl~ tritt nur der syrnrnetrischc Teil dies<*n T~IIWIY in dem Aundruck von AM auf, 
weil h~f=bt{. 

De~halh erhalten wir, wenn wir fOr dt~ syrr~mt4rischen Teil den fotgcwden Ausdrwk 
benutzen 

1 <* 
lp=(l + r)n;’ .. .> 1 fi 0; +  Ei fl;, . . . . . . . . . . . (Z.!)) 

-- 

den Ausdruck : 

n II’= cjnlj . . . . . . . . . . . . . (3.10). 

Der ‘Tensor TP kan:~ da die Beanspruchung, bezogen auf die FtL:he vor der Dehnung, 

und der Tensor o{ als die Beanspruchung, bezogen auf die Fl&che nach der Dehnung auf- 

gef& wverden. GI. (2.9) gibt die Beziehungen ;rn, die zwischen den heidcn Systemen von 

Spannungnkomponentn bestehen. 
Das &steheu einer Funktion der Dehnungsenergie &zt VOEWJB, dafr OW ein exakte6 

Differential ist. 
DeshdtJ m(tmen die Ypannungrr.Dehnung~.Hozitrtlungen 

dz= Tj(. . .F:. . .) oder oi==oi(. . .t:. ..) 

den folgenden achtzehn Bedingungeu gen%P: 



oder 

HierauR id klar ersichtlich, da6 dic& Lokziehungen IUr das Spannungssystem T nicht die- 
selben nind wir f(ir das System o. 

3. Die Glticbgewicbtebedingungen. Die ~\nderung der Dehnungsenergie, be- auf den 
Volumeninhalt 1’ fflr den Fall th*r nic*hthomogenen Dehnung ist 

n li. = i /, ( i:( 1) *], fl r . . . . . . . . . . . . (3.1). 

Die (k(r6en fi ntfissen alle (;lirder erster und zweittlr hlnung enthalteu, .su, wie sie 

vorher t>err~clinc*t worden sind : 

Da in unst’Tc>nt F~tlle IIUC rartrsixht. Trnsoren benutzt sind, kannen ftIr jeden Tensor Ai 
;tuclr die Rezeichnungrn rl*l’ oder Air Iwbnutzt werden. 

I)ttr& Variation ergc+cBn sich die folgenden Arrsdrtbke: 

Die virtuelle Arbeit der inneren Krilfte ist gleich - Bu’ und die virtuelle Arbeit der 
Buheren Kr6ft.e ist gleich: 

wobei Fd die (.JbertI&henkrsft ist, bezogen auf die urqr~n+he Flflche, und XI ditr M-n. 
kraft darstellt. Wenn wir bedenken, da& die gesamte virtuelle Arbeit Für alle Wer& von &ui 
verschwindet, so erhalten wir 

und die Gleichgewichtsbedingungen nehmen die Form 



JtJt, und die I~andheciingttttgt~ti wrrdf~tt durch 

11 1 

dargestellt. 
Diew C;lt:icltttngm kotwen auch durch dk Spannttttgett 0”’ clargwtdlt werden. Da wir 

~ttts auf (;lieder erutw irtld zweiter %~JtttJJg Iw.whr&nkt hahcn, kr>nncw wir fiir F:, die (;riif.w 

P:, einnetxfhn. 

l)if+te Ausdrilcke werden in flic (GI. (3.71 und (3.s) ringesfbt. FLY KtAJttlgt. NWJIJI wir fllr 
utisere Säherung t Vi JJlJr in die (~kder eI3t.W (hX~JJlJIl~ f!inwtzNl und ill fh fihiKPIl (;~ifdf?I?l 

an. St,f& vou r-i die GrN&w o’i nehmen. 
Auf fjiese Weise erliakeu wir 

~irifl die Ranflbedingungen 
t I, I 

4. Die lineare Elastizitlltstbeorle eines vorbeanspruchten Körpers. Als ~nf;lt~gszwtati(I 
nf!ttntett wir an, flnlj f,ittfB Vor~,f~ans[Jruclfttttg ,V” ittt Kiirlwr existiert, fbr dif. KoorfliJJattAJl si 
f~ttt.syrechen. Die (;leif~hgc~\vicl~t~~~~fiingitttg dirwrs I~nfrctJg~np”nnun~Irltle?c Irrutf*t: 

worin f, Si die anffinglicbe Einltf~it.rm~~~f~ttkraft bedf!tttet. 
.~~JJWJJ wir jetzt RIJ, fl~ti der Kcirper einer k&noJ behrJung unterzogett wirfl. FOr 

flif**f* IM~nungeJt hatifs wir eine lineartb EIastizitAtMtllt.oric! auf. 
Die KoordinstcAn rJ eines ntbrielien Punktes inJ Kfirpcr werden durclt difa IhAtnu~~g zu 

.fi + t4J. J)ie Koordittatt~ntlnderungen tti und der dazugeh&ige Ten.wr ej, ,o; wfwh t& 

!G&herunggru erster Urdnung angeLsehen. Die IIehnutJgskontpfmentea F; ninfl wie in t;l. (1.131 
detiuiert. Nr die Kontp«nt*tttfrn der SpanntJng nach der Ibhttttng kfintten nun tAtttweder fiifa 
t,at&chlkhe Spnnung 4’~: No*+ N!“, oder die Spannung r”‘z= S”‘+ fl”. bezogea auf flifs 
Flache vor der ~kt~nuag gewilttlt werden. I Ge Sl)atit~ung~&tldt!~Jngt~n t!’ ’ und RF * nincl auch 
ol?r klein und alu Silberungen erz9tcr Ordnung anzunc+t:tt. 

Die einer linearen Theorie euhrprechende Itel~nung~energit~ ~lluli nuu lineerr u~rd quJ*- 
dratischf! Glieder twthalten. Wir Iwhndeln *mit dir i\nderung der Oehtutt~gwwgie, 6 U’, 
die einer Änderung der Dehnung von der (~r~fienordnttng 0 P!~ + entspricht. MHJI erkenltt, da& 
w nti@IiclJ ist, eittcn Anndrwk fflr dM’ zu erhalten, der alle Gliedtar entet und zweiter 
Ordnuug enth&lt, wenn man d” - Sc* + ao* in die GI. (2.10) einnfdzt. Wetitt tnw alle Glieder 
dritter Ordnung vemachkssigt, erMIt man 

I,ifl obigen Gleicltungett drtif:ken die Rezichungen zwischen den beiden Sytetnen der 

S~nnnngxkon~~oI~el~tt~t~ 8:’ * und 1~ * Aul: Die ~paunungy.Dehnung&ziehungrn sind als linear 

twgenommw. r>ie Form die*r &&llungcn lt&@ natflrlich von der Wahl dex Ypatmuyi 

systemes ah, fl. 11. oh wir das System Hr oder 9” tJfXtutZQtJ- 

Pp ‘:~c$;Cxr . . * . . . . . . . , . . (4.4) 

oder 

#‘a zg;r;, . . , . , . . . . . , . . (J.bJ. 



;: 
I)it> Sumuiieruog _ wird über alle sechs Kombinationen von n und r ausgedehnt. Da- 

mit fi 11’ c*in totnlen Ijifferential sein kann, müs.sen gewim Beziehungen zwischen den 
Kneftizienttbn B und C‘ bt*ntc+en. Fa bestehen die Gleichungen 

.soniit 

Die (‘-Koeffizienten Ptellen eine symmetrische Matrix dar, wahrend dmlbe fCir die B- 
Koeftizienten iui allgemeinen nicht Zutrifft. 

Der Ausdruck n W’ =i 1!’ l 4 etr, ptellt das Differential einer quadratischen Form W’ in 

den Eigenschaften quadratitier 

2 \c” :. \ ‘c+“” \ -,j’,F 
_ fJC.2!“=_I !” . . . . . . . . . . (4.9). 

So erhnltin wir c~irwn Auls<lrwk ftlr dits potentielle Energie 

F,,w+ 5 'as'4'Fyr . . . . . . . (r.to), 
J 

t1t.r alle (;lifdt*r tmtcr und zweiter Ordnung enthfilt. 
Rcittd~in kann an Stelle VOII ePv anch e,, eingesetzt werden, ZUIII mindesten in der 

e<* 
erst43 Gruppe cit!r (Glieder Lt!’ ’ + *, denn W wird dadurch nur in der dritten Ch-dnung hin. 
flufit. Soruit 

whei die Hreiebung zwi.schen Spannung und 1)ehnung durch 

gegeben ist. 
Zugleich knnnen 

Nach Einsetzen dieser Aundrilcke in \4’ erhalten wir 
!’ . 1‘ * C’ 

. . . . (4.11); 

P=&y ‘Y;;e&,. . . . . . . . . . (4.1Y) 

auch die Spannungen 4’ aus (4.3) eingell)hrt werden und man erbklt 

k 

mit den Spannungs-Dehnungsbeziehungen 

. . . . . . * . . (4.16). 

I& mu6 nun klar im Auge behalten werden, dafi der Wert rflr, der hier benutzt wird, 
durch die GI. (1.13) dargestellt ist: 

1 
Ff,. = G”i-- 

2 
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Wem wir nun diese Ausdr&ke der Dehnungsenergie W benutzen und die Variations- 
methode der virtuellen Arbeit anwenden, wie es im nichtlinearen Falle geschehen ist, sowie 
die Gle$&gewichtabedinguq (4.1) deu Vorspannungsfeldes 29” bcrdeknichtigen. so erhalten 
wir die fdgenden Gleichungen ftir das Gleichgewicht 

woria A Xi die Anderung cr&x Ordnung der Massenkraft ist. 
Wir erhalten ffkr die Ftandbedingungea 

worin d Ff die Änderung der Obed&chenkraft, bezogen auf die Einheit der ursptinplichen 
Obertllbche, und av der Kosinus der Richtungswinkel der nach auben gerichteten Normalen 
becieuten. 

Wir hoben somit die Gleichungen fb die Spannungs&nderung P*, bezogen auf die 
umpr0nglichen FUchen. Wir kennen auch die tat.s&chliche Spsnnun@oderuag 8,” * einffihrcn, 
entweder indem wir mit dem Ausdruck ftir W (1.14) beginnen, oder indem wir die Rcziehungen 
(4.11) in die GL (4.16) und (4.17) einsetzen. 

Wir erhalten .so die Gleichgewicht&edingungen 

und die Randbedingungen: 

‘4 P=jJsriov+6~9i~v-+- z(ßv(,$ Pi c,i) ,l,, . . . , , (4 I!,). 

Die GI. (4.16), (4.17), (l.lS), (4,19) enthaltin alle Glieder erster Chlnun~, die in einer Tbtwie 
der ElastiziULt eines Korpers unter Vorspannung enthalten sind. 

Die GI. (4.18) kannen auch in einer anderen Form geschrieben werden, wtsnn wir die 
Gleichgewichtsbedingungen (4.1) beticksichtigen, die sich auf die Vorspnrroungen beziehvn, 
sowie die Identitsten: 

Die 

Die 
spiel den 

- e&x’- )~e;~?&,‘z=o 
A .r 

Glieder in Gl. (4.90) lassen eine interessanti Deutung zu. Kehmen wir zum Bei- 
Fall einer rwei.dimensioaalen Dehnung und setzen 

Mit diesen keichnungen erhalten die Gleichgewichtebedingungen (4.18) die Form 
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. * . . (4.21) 

als Folge der Fomv 
iill<lt~IWll~ fGit3 infinite~imalt~n Elenrentes aufgeh& W!Nh. 1% (;lietIer in der zweittan Reihe 
c;tc~llerl II~W blinfluh dtbr Krii~um~~ng dar. Die Ulietiar in der dritttan Iteihe haben ihren Ursprung 
irl einer Art Auftrit*b r*irttas ~2ea~ente~ durch seine Forrufinderung iru urspri)agKchen Debnungs 
Feld. MHII t-rkeunt .qpnlit, tlafi clic (ilieder, <lit& ditb Kriuxuung damtellen, nur von nruprOng 
lirht~n prtXtcn ~~Ic~r~;l~~~nnrlngt~~t ahhlngcn und filr den Fall eines anf&yqIichen gleichmAfGgen 
1)ruckt.s verschwiutlt~u. Die C;lieder. die mit dtw Auftrieb zu tun haben, verschwinden, wenn 
tli~s ur?iprflilKlit+e Spannung*feltl tion~ogen irrt. In dieseul Falle, oder wenn wir den anfibg- 
lit-hm S~~att~lu~~~‘raclit~~l~t~~~ und die Masbicnkraft vernacl&i.&gen, erbalteu wir die Gleichungen 

(5.1 J. 
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auf anderem Wege zu diesem ScNu& gelsngt ist (siebe oben). Die ybysikalische Bedeutung 
seiner Konstanten ist jedoch eine andere, als in unserem Falle. 

Die Spaannngs-Dehnnngsbetiehungen kbnnen in der Aquivalentea Form darge.stellt 
werden : 

7 ,,~1t+G~,,+Le'+r14t:,+N(2tt,,+t:,+t~+,~, 

r,=Ic+Gt,,+Lt'+aic:,+‘l:(2tc~tC:,+c:,+F:)), . , . . . (5.2). 
1" = 1 E + ß trr + L F’ + bf E;, + N (pf E,* $ F;, + F:, + t;,) 

Im Falle, da& wir es nicht mit den Hauptrichtungen zu tun haben, erhalten wir in Cartc- 
siachen Koordinaten 

F<I;ItoP)grr+01+4:NC)Fpr+ h&.s.= . . . . . (6.% 

*= 1, wenn p =Y und gPv==O, wenn p + r. Diese fanf Elaatixit~tskonstanten 1, ß, 
z, % k&mtan bequem zu einer genaueren Beschreibung sehr elastischer Stoffe benutzt 
werden. 

Erhohuog der Drehungssteifigkeit eines prismatiechea Stabe8 durch 
axiale Spannung. 

Der priamatische Stab wird unter gleichmUigtr axialer &uumuag S,, = S angenommen; 
die m.Achse ist padel mit der Stabachse. Ale zu&Uxliche Spatmungekomponenten der Drehung 
werden die 8,. rngenommen. Die Gleicbgewichtsbbdingungen sind (4.90) 

Die Randbedingungen (4.19) werden 

I_lIiX== 81s =i + 8,. a, + er* a, + SV,,% t 

AF,= 811% + 8,~ 0, + 4%. % - fh *, , . . . . (6.6). 

AF, = 8r,a,+8,,a,+8,,a,+S(e,, t err)~-Se,,a,--Se,a~ 

Ale angenkhertes SpannuugsDehnung8gearets. wird das Hookesche Gesetz fl& ein im 
tropes Material angenommen: 

Ba ,1 = li,, .-- “(%z+%,), g%,=‘3, ->.(8,, t8& $%=8m--~(8n+8,,) 

2ße,,=s,,, 2ße,,=e,, 2U&==8,, I 
. (6.6). 

Es kann leicht gezeigt werden, da8 die khusiache S&ung der Ttionsaufgnbe von Saint 
V ena n t, die sich auf einen Stab ohne Vorspannung bezieht, auch die obigen Gleichungen 
befriedigt. Nenn 8 den Drehungswinkel bezeichnet, dann bedeutet 8, und 8,. die Verteilung 
der Querbeanspruchung aber die Schnittmulche und ist durch die fo&nden Gleichungen dar- 
(gtsstellt : 

G~+Hr)=s,,, G(-@y++,,, \fE+$f==O . . ‘. . (6.7), 

wobei die Randbedingungen aufsa@n, da8 die Queqannung tangential zu der Schnittfl&che 
sein muh. Wenn wir nun das an der Schnittfl&che angreifende Drehmoment berechnen, er- 
halten wir nicht dasselbe Reaultst, das die Sa i n t V en a II tsche Theorie ergeben wirllrde. Das 
hat seinen Grund in der Ta-he, da6 die an der Schnittfltihe angreifenden Kr&fte, die durch 
die Randbedingungen (6.6) dargestellt sind, die Form haben: 

JP;r=sr*fS~y, J F,, = 8,# - SW, . . . . . . . . (6.8). 

Die wehe voo 0% und oy werden 101al der Saint Venantschen L&mung wieitet, und wir 
srsulfsp: 

18 - - -!!! 18 
Wz_2 CI 

-“Ld, cu,=--~f--jle . . , . , * . (6.9).* 

Das an &r SchnittflBche angreifende Gesamtdrehmoment ist: 



oder 
S 

TG 1--s’g Tgy + I;;se . * . . . . . . . . (6.10). ( > 
in diesem Ausdruck bedeutet Ts 5~ das aus der Sa i n t V eaan t sehen Theorie abgeM.ete 
Drehmoment und & das polare THLgbeitumoment der Scbaitt&cbe, bezugen auf den Sc b wer - 
Punkt der Flache. 

Der Nullpunkt des Koordinaten.iystetnes t, y mu6 hier mit dein Schwerpunkte zn.sammen- 
fnllen, damit dm aus diesen Gleictruqpn erhnltane Kraft@em ein reines IJrebmoment ist. 

Das Glied 
s 

zG kann im Vergleich mit ,,Eins’ vernachl&aigt werden, weil es eine Mherung 

gleicher Ordnung ist. wie die NPherung durch die Einfübrtmg dm Hooke&wu Gesetzm ftir 
ein isotropes Material (fi6). 

Deshalb ist der Wert dea Drebmomestae 

T== Ts~+&Si3 . . . . . . . . . , . . @Jr). 

Das Korrekturglied ftkr die anfAngliebe axiale Vonspnmng erbIt nur dann Redeutuug, wenu 
die Drehsteitigkeit der Sa i n t Ve n an tschen Theorie klein iss im Vedeicb zu S Za. Bei- 

ßud 1. 

spielsweise c~rhalten wir im Falle eines donnwaadigen Zylinders, der purllal seiatrr Ach 
aüfgeschnit~n ist, 

WAei .r” den Hadiuw und ,,c“ die WandsULrke bedeuten. Wlhlea wir muu Reispiel &C 10 
1ml S/‘i = l/ LOOO, tw erhalten wir durch den Eindufi der axialeu Spannung eines Fehler des 
Sa i n t V en P n t sehen Ikehmomentes von !W/*. . 118 
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