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1 - EQUATIONS FONDAMENTALES. 

La propagation acoustique dans un milieu poreux élastique saturé 
d’un fluide visqueux a été l’objet d’études theoriques, en particulier, par 
Frenkel [ 11, Zwikker et Kosten [2 1 et l’auteur [31. Le milieu poreux est 
supposé clastique et statistiquement .isotrope et la dimension des pores 
est suffisamment petite par rapport 2. la longueur d’onde de façon à 
rendre négligeable le phenomene de diffusion (scatter). 

Nous sommes partis d’equations etablies en 1941 dans la theorie 
statique de la Consolidation [4] en y ajoutant les termes dynamiques. 
Ces equations ont conduit à des resultats detaillés concernant les pro- 
prietes de la propagation acoustique dans le modèle considére [31. 

Il est possible d’introduire des generalisations importantes des 
theories précédentes de façon à inclure un grand nombre de phénomenes 
de relaxation qu’on peut classifier genéralement sous le nom de visco- 
élasticite. Ces phénomènes mettent en jeu toutes especes d’irréversibi- 
lités physico-chimiques, les proprietes de dissipation interne du reseau 
solide aussi bien que des propriétés mecaniques speciales dans les re- 
gions de contact intergranulaires. La géneralisation peut s’étendre éga- 
lement à la propagation dans les milieux anisotropes. 

Dans les considerations qui suivent, nous n’avons pas inclus l’effet 
Blectrocinétique, dont l’etude a Bté remise à une date ultérieure. 

Les relations tension-deformation d’un réseau Blastique poreux sta- 
tistiquement isotrope s’écrivent [41, [5 1 

‘i j 
= 2keij + bii (h,e - aMc) 

Pt = -aMe + MiG 
(1) 

Les grandeurs physiques sont definiespe la maniere suivante. NOUS ap- 
pelons ui les composantes du vecteur u qui représente le deplacement du 
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solide et wi les composantes du deplacement relatif w’ du fluide par rap- 
port au solide, mesuré en volume par unit6 de surface du milieu po- 
reux. Nous avons pose 

e = div u 

r; = - div 4 (2) 
4 

Pf = pression dans les pores 

Ti1 = tension du milieu poreux 

6 ‘1 = symbole de Kronecker. 

Les autres grandeurs sont des coefficients d’elasticite. 

Une des Equations dynamiques s’obtient en exprimant la quantite de 
mouvement totale du fluide et du solide : 

aTij 

- = p üi+ pf Hr, 
2 Xj 

Nous designons par P la masse spbcifique du milieu mixte et par 
Pr celle du fluide. Une autre bquation résulte des lois du mouvement rela- 
tif du fluide par rapport au solide : 

a Pf --- 
2x1 

P, üi’ Y.(p) wi (4) 

Le membre de gauche contient 1: gradient de pression et l’accele- 
ration d’entralnement. Le symbole Y (p) est une fonction de l’operateur 
differentiel p = d/dt ou de la frequence complexe p = iw qui gouverne le 
mouvement relatif du fluide. Cet opérateur depend de l’inertie du fluide, 
de sa viscosite et de la géombtrie des pores. Nous avons donné a Y*(p) 
le nom d’opérateur vlscodynamtque. 

En combinant les trois systémes d’équations (l), (3) et (4), on 
obtient par Blimination 

pv2z + grad [(p + Ac) e - aMC1 

a2 
grad [a Me - MCI =- 

at2 
(P, G) + Y* 2 

(5) 

Ce sont les bquations de propagation en milieu uniforme. 
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Il y a une onde transversale et deux ondes longitudinales dites de 
première et de seconde espèce. Dans l’onde de première espèce les 

deplacements absolus du fluide et du solide tendent à rester en phase 
tandis que dans l’onde de seconde espèce ils tendent à être de phases 
opposées. Cette dernigre onde est donc très amortie. Une onde de pre- 
miére espèce engendre à la frontière trois ondes ; une de ces ondes est 
de seconde espèce et représente la partie principale de l’absorption des 
revêtements acoustiques. 

Cette onde de seconde espi?ce joue aussi un r6le important dans la 
dissipation acoustique des milieux à porosité non uniforme. A basse fré- 
quence elle dégénère en un phénomène de diffusion qui caractérise la 
consolidation. 

II - EVALUATION DE L’OPERATEUR VISCODYNAMIQUE. 

Cette évaluation peut se faire de plusieurs façons : 

a) Mbthode Lagrangienne. 
L’équation (4) peut s’écrire sous forme Lagrangienne par l’intro- 

duction d’une fonction de dissipation : 

rl 

D =2k c-k; + w; + w:, 

et de l’énergie cin&ique du fluide en mouvement relatif 

k = $ m <Wz + Wf + W:) (7) 

Dans ces Equations, t7 est le coefficient de viscosit6 du fluide et 
k le coefficient de perméabilitb de Darcy. Les quantites D et ‘XG S’&a- 
luent en supposant que le champ des microvitesses est le même qu’en 
r6gime de Poiseuille. L’opérateur viscodynamique devient : 

Y’(p) = ; + mp 

En introduisant une frbquence caractéristique 

7) 
w, = - 

k Pf 

on obtient 

(8) 

(9) 

Y’(P) = P& ( 1 + 7 $) 
f = 

(10) 
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On peut appliquer cette méthode au cas oh les pores sont consti- 
tués de tubes capillaires de section circulaire ou aplatie 131. Dans ce 
cas, on peut établir une expression exacte pour Y*(p). En comparant avec 
l’expression approchée (lO), on constate que celle-ci est valable dans la 
region des basses fréquences, pour w /w, ( 1, c’est-à-dire jusqu’aux 
fréquences où les forces de viscosite et d’inertie sont du même ordre. 
Pour des pores saturés d’eau et de dimension de l’ordre du dixième de 
millimetre, ceci correspond à une frequence d’environ 300 c. p. s. 

b) Facteurs de Correction. 
On peut écrire l’operateur viscodynamique sous la forme : 

Y*(p) = ; F* (6) + p, p 

en introduisant une fonction complexe F* qui depend de la fréquence et 
dont l’évaluation a été faite dans un travail antérieur 131. Cette fonction 
est Cgale à ltunit6 B la frequence z6ro. A haute fréquence, F * tend vers 
un vecteur dephase de 45 degrés et proportionnel a w. Ceci correspond 
à l’existence d’une couche limite d’epaisseur dbcroissante. Les micro- 
vitesses tendent vers un champ à potentiel et l’on pourrait tenir compte 
de ce fait en appliquant une legère correction à la grandeur p, . 

c) Modèle Expérimental. 
L’application de la loi de similitude indique que l’operateur visco- 

dynamique peut s’bcrire : 

Y’(P) = PfUC f* (2-) (12) 

La fréquence caracttkistique w c contient la perméabilite proportionnelle 
au carré des dimensions des pores. Un empilement de sphères de 1 cm 
de diamètre saturé d’huile de viscosité cent fois celle de l’eau aurait 
une fréquence caractéristique d’environ 3 c. p. s. Cette frequence appli- 
quée au modéle à l’aide d’un dispositif à piston correspond à une fr& 
quence de 300 c. p. s. lorsque la dimension des sphères est reduite B 
1110 mm avec des pores satures d’eau. 

III - MILIEUX ANISOTROPES. 

Les relations tension-deformation du milieu poreux anisotrope avec 
réseau élastique contiennent 28 coefficients d’blasticite à matrice symé- 
trique [61. Elles s’écrivent : 

zij 
= A?.’ e 

‘1 PV 
+ Mij C 

(13) 

p, = Mij eij + M 5 
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Les équations (3) restent inchangées et les 6quations (4) deviennent : 

ah --- P,üi = YiDj (p) \irj 
axi 

(14) 

L’opérateur viscodynamique Ylj est un tenseur symétrique du second 
ordre. Aux basses fréquences, on peut utiliser l’approximation Lagran- 
gienne, d’ou : 

yi*j (PI = tl ri j + m, j p (15) 

On a défini les coefficients rij et mi j par la fonction de dissipation et 
l’énergie cinétique 

D 5; nrij VriWj 

1 
Q = 5 mij “r, Wj 

(13) 

En cas de symétrie orthorhombique, choisissons des axes de coor- 
données selon les directions de symétrie. Ces directions sont alors des 
directions principales du tenseur viscodynamique. On peut écrire : 

(17) 

avec 

Y, = Pi% f: (-&) etc. 
X 

(18) 

II y a trois fréquences caractkistiques w,, wy , w,, correspondant à cha- 
cune des directions principales. Notons que pour la symétrie cubique 
correspondant à un empilement de spheres, le tanseur Yij est isotrope . 

En substituant les valeurs (13) de ‘rGij et pr dans les équations (3) 
et (14), on obtient les six équations de propagation du milieu anisotrope 
general. 

IV - VISCOELASTICITE ET DISSIPATION DANS LE SOLIDE. 

Il est possible de tenir compte d’une vaste catégorie de phéno- 
mènes dissipatifs par l’application d’un principe de correspondance. La 
forme g6nérale de ce principe est fondee sur la thermodynamique des 
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processus irréversibles et les relations d’onsager. Ce point de vue a 
et6 développe dans une série de publications (1954-1955) et appliqué aux 
milieux poreux 16 l. La méthode conduit immédiatement a des Equations 
de propagation gén&alisees. Dans les equations (5), on remplace les 
coefficients d’blasticité par des operateurs 

2 

JJ*& + grad [($* +AZ)e-C*cl =$(Pu+P,G) 

(19) 

grad [C*e - M*Tl = 

Dans cet équations, le coefficient élastique aM a Bte remplace par 
l’opdrateur C . Ces operateurs ont une forme particulière. Par exemple, 
l’operateur de cisaillement s’ecrit : 

Les coefficients et les fonctions spectrales telles que u(r) possè- 
dent certaines proprietés spéciales deduites de la thermodynamique [6]. 
La forme (20) de l’opérateur suppose negligeables les forces d’inertie 
des degres de liberte “interne”. Lorsque ceux-ci entrent en jeu, le prin- 
cipe de correspondance reste valable. mais la forme des opérateurs est 
modifiee par des termes dynamiques. Tel est, par exemple, le cas d’un 
fluide renfermant des bulles d’air qui peuvent entrer en resonance à 
certaines frequences. On en tiendra compte en remplaçant le module de 
rigidite B la compression par une fonction complexe de la fréquence 
contenant un facteur de résonance. Les operateurs du type ci-dessus 
sont de nature extr&mement génerale et sont capables de représenter les 
effets de relaxation thermoélastiques, physico-chimiques, la friction in- 
terne du solide, etc. A titre d’exemple. considérons un opérateur de ci- 
saillement 

1’ = ap” + I-1 (21) 

Physiquement, cet operateur represente deux éléments en parallèle. 
Un des Blbments est purement Blastique de module /A . L’autre est un 
Blement de fluage, de nature telle que sa deformation sous tension cons- 
tante, en fonction du temps t, est proportionnelle à t *. Lorsque s est 
fractionnaire, on reconnait un type de fluage fréquemment observé. 

En mouvement vibratoire a la frequence angulaire Y, si l’on sup- 
pose s << 1, l’operateur prend la forme approximative 

p* ( ixs 
=aw’ 1+- 

2 ) +CL 

La partie imaginaire est proportionnelle au décrement logarithmique 
et varie très lentement avec la fréquence. Un decrement constant cor- 
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respond à un coefficient d’absorption acoustique proportionnel a la fr& 
quence. Ce r6sultat est conforme a une caracteristique très genbrale de 
la dissipation dans les solides [‘71. 

Un autre operateur jouissant de propriétés semblables a éte sug- 
g6r8 dans une publication ant6rieure [SI. On I’obtient en substituant la 
fonction spectrale 

i 

cLllr r>s 
p (r) = (23) 

0 r<c 

Posons I_I’ = 0, p = iw dans l’expression (20). L’évaluation de l’inté- 
grale donne 

kg = CI1 - arctg i + CL1 1Og iz+ k (24) 

Lorsque a est suffisamment petit, la partie imaginaire est prati- 
quement indépendante de la frbquence. 

On peut aussi imaginer un mkcanisme de dissipation intergranulaire . 
Dans un matériau granulaire, on peut considérer les surfaces de contact 
comme jouissant de propri&& non cristallines et visqueuses. En outre, 
au voisinage des surfaces de contact, la geométrie des pores ressemble 
à des fissures étroites où le fluide est emprisonnb. Une déformation 
d’un tel milieu produit un mouvement de va-et-vient du fluide dans les 
fissures et donne lieu à un amortissement. On peut représenter ce mo- 
dèle par l’opérateur. 

(25) 

Le module & represente la rigidite des grains et p1 est un mo- 
dule qui correspond B la rigidité locale des surfaces de contact. Dans 
le cas de grains sphériques, celle-ci peut se calculer par la théorie de 
Hertz. On peut ainsi représenter des propriet6s plus complexes en rem- 
plaçant les coefficients p0 et kL par des opérateurs de fluage du type (21). 

Les considerations que nous $vons illustrees en prenant comme 
exemple l’opérateur de cisaillement p s’appliquent également aux autres 
opérateurs dans les équations (19). 

Les équations de propagation dans le cas tout à fait général du 
milieu viscoelastique anisotrope s’obtiennent de façon similaire en rem- 
plaçant les coefficients d’eIasticit6 dans les équations (13) par des ope- 
rateurs du même type que ceux que nous venons d’analyser. 
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DISCUSSION 

M. CANAC : Quand des billes sont au contact et que l’ensemble vibre, les 
mouvements hydrodynamiques ne sont pas les seuls à entrer en jeu : il inter- 
vient aussi des phénoménes d’adhérence, et les forces qui leur correspon- 
dent modifient de façon très importante le mouvement (cf. entre autres les 
travaux de Benedicks). 

M. BIOT : Je crois que ces forces d’adhérence peuvent être représentees 
par les opérateurs de la theorie généralisee. 

Mi OLSZAK : Je felicite M. Biot de sa très belle etude. Je voudrais rap- 
peler qu’une Btude des phénomenes qui se produisent dans un mélange sol- 
eau a été faite, en 1925, par K. von Terzaghi, qui les a analysés en se ba- 
sant sur des considerations thermodynamiques. Cette étude ne concernait que 
le cas statique, les termes d’inertie n’ayant pas Bté introduits ; de plus, elle 
avait été faite pour les systémes uni-dimensionnels. 11 serait intéressant de 
confronter les résultats de von Terzaghi avec les relations physiques de base 
de M. Biot. 

M. BIOT : Les équations tensions-déformations statiques à une dimension 
coïncident formellement avec celles de Terzaghi. Dans le cas de trois di- 
mensions les théories diffèrent fondamentalement. 

M. COULOMB : L’anisotropie que vous faites intervenir est-elle seulement 
élastique ou bien y a-t-il aussi anisotropie geometrique des pores ?. 

M. BIOT : La symétrie que j’ai supposée au milieu poreux est statistique, 
et résulte aussi bien de l’arrangement geométrique que des proprietés élas- 
tiques des grains. 
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M. VERNOTTE : L’intervention de pressions n6gatives dans le fluide qui 
mouille le corps poreux n’est-elle pas source de complications (apparition 
de seuils, blocage.. . ?). 

M. BIOT : Dans la propagation acoustique les amplitudes sont très petites et 
font intervenir des fluctuations autour d’une pression moyenne positive. La 
propagation a grande amplitude exige un examen plus approfondi. 

M. DAWANCE : Quelles conclusions peut-on tirer des formules proposées par 
l’auteur, quant aux différentes vitesses de propagation que l’on peut mesurer 
sur des Bchantillons de roches imprégnées de liquide ?. 

M. BIOT : Le calcul des vitesses de phase et de groupe dans le cas d’une 
matrice élastique indique la possibilit6 d’une forte dispersion avec la fré- 
quence. Cette dispersion sera accentuée si l’on tient compte des propriétés 
visco-élastiques du milieu. 

Il y a une onde transversale et deux ondes longitudinales dites de pre- 
miére et de seconde espèce. Dans l’onde de première espèce les déplace- 
ments absolus du fluide et du solide tendent à rester en phase tandis que dans 
l’onde de seconde espèce ils tendent à être de phases opposées. Cette der- 
niére onde est donc très amortie. Une onde de première espèce engendre à 
la frontière trois ondes : une de ces ondes est de seconde espece et repré- 
sente la partie principale de l’absorption des revêtements acoustiques. 

Cette onde de seconde espèce joue aussi un rôle important dans la dis- 
sipation acoustique des milieux a porosit6 non uniforme. A basse fr6quence 
elle d6génère en un phénomène de diffusion qui caractérise la consolidation. 
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